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Motivation ﬂ(".

|E"| (links) und |EEMM]| (rechts).
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Zerlegung des Einheitswiirfels: 50 Zellen pro Raumrichtung (links) und 20 Zellen
pro Raumrichtung (rechts).
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Motivation ﬂ(".
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Abbildung basiert auf (Ciarlet 2017)
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Vorgehensweise ﬂ(".

Mehrskalengleichung} —————————————————— > Mehrskalenlésung
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Modellproblem

Finde H” : (0, T) — H(curl,Q), E" : (0, T) — Hp(curl, Q}), mit

uotH = —curl E"
e10¢E" = curl H! — Jext

div (7H') =0
div (e"E") = p

+ Kontinuitatsgleichung
8tp + div Jext =0

mit u'7, ' lokal Y} -periodisch.
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Vorgehensweise ﬂ(".

[Mehrskalengleichung} —————————————————— {Mehrskalenlésung}
Homogenisierung
) ) I6se Mikroprobleme ) B
effektive Gleichung - - - - - - - mmmmmmm— - » effektive Lésung
in ganz Q!
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Theorem - Effektive Maxwellgleichung (1) AT
(H")y>0. (E");>0 Losungen von (1). Dann:

H(x, t) — H(x,t), E"(x,t) — E*(x, 1),
fary — 0, und

—curl E¥"(x, 1),

eff(x)a Heﬁ(x t
(x) = curl H*"(x, t) — Jext (X, 1),

eff x)9 Eeff(X t
div (p

eff(
div (e (x)E*"(x, t)

fur fastalle x e O, t€ (0, T).
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Theorem - Effektive Maxwellgleichung (2) AT

m Effektive Materialparameter:
.
w00 =, (1= Bl ) e ) (1= D)) .
T
o1 () — ][Y (1= Dyxe(x. %)) e(x.2) (1= Dyxe(x. %)) dy

n

= Lokale Probleme: Finde x,(x,-), xe(x.-) € (W?(Y)/R)%, mit
T
/Y” (y(x, 1) (1= Dy, ;))) grad, v(¥) dy = 0,
T
/Yﬂ <s(x, 1) (1= Dy (x, ;))) grad, v(£) dy = 0

fiiralle v € Wj(Y)/R. (Wellander 2001)
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Vorgehensweise ﬂ(".

[Mehrskalengleichung} —————————————————— {Mehrskalenlésung}
Homogenisierung
) ) I6se Mikroprobleme , B
effektive Gleichung - - ----- e » effektive Lésung
in ganz Q!
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Abbildung basiert auf (Ciarlet 2017)




FE-HMM (1) Aﬂ(“‘
Finde Hy""": (0, T) — V*4(Th), E4"™ = (0, T) — VNS (Th), mit

N (x)otHy Y (X, t) = —curl EL Y (X, ),
e (X)0EL" " (x t) = curl Hy " (X, t) — Jext (X, B)

furfastalle x € O, t € (0, T).
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FE-HMM (2) IT

a HMM-Materialparameter:
p0) = £, o= Doxnlx) T 2 1= Dyt ) .
) = f, 1= D) el ) 1 Byxent ) .
m Lokale Probleme: Finde x, n(X, "), Xen(X,-) € (S5 (Tp)/IR)3, mit
/mx) (1O ) (1= Dyxn(x9)) ) Tgrad yvh(y) dy =0 Wy € S(Th)
o (el )0 Drento) sty @y =0 v < S57)

far alle Quadraturpunkte x;’ € Q).
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FE-HMM (3) IT

Finde Hy""": (0, T) — V*4(Th), E4"™ = (0, T) — VNS (Th), mit

MM (x)0; = —curl EEMM(x, 1),

MMM ()9, = curl HA"(x, t) — Jeye (X, 1)

furfastalle x € O, t € (0, T).

16 19.10.2017  Bernhard Maier il lion der fur die




FE-HMM (3) AT
Finde uf™ : (0, T) — V9 (Ty) x VNS (Th), mit
¢ = CHMM MM (1) — fiy(x, t)

furfastalle x € O, t € (0, T).
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FE-HMM (3) AT
Finde uf™ : (0, T) — V9 (Ty) x VNS (Th), mit
atUHMM(X, t) — CHMMUEMM(X, t) _ fH(X, t)

furfastalle x € O, t € (0, T).
m Fehlerabschéatzung (Polynomgrad pmac < 4, Pmic < K):

lug ™ (8) = & (O]l 2(cpe

HMM ff
<Clluyo " = Zrty |l 2(ye + Ctllfs = Pufll 1 (0,1:12(02)8)
2k off
+ Ct (1) 100U | o (0,1,2(2y0) +
_I_CH_I/ (‘UL“‘L“OfW/HQO +‘an ‘LC\, OIW’HZ(O) ))

(basierend auf Hipp 2017)
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FE-HMM (3) AT
Finde uf™ : (0, T) — V9 (Ty) x VNS (Th), mit
atUHMM(X, t) — CHMMUEMM(X, t) _ fH(X, t)

furfastalle x € O, t € (0, T).
m Fehlerabschéatzung (Polynomgrad pmac < 4, Pmic < K):

lug ™ (8) = & (O]l 2(cpe

HMM ff
<Clluyo " = Zrty |l 2(ye + Ctllfs = Pufll 1 (0,1:12(02)8)
+ + CH'|u* (1) yes1.2(cyy6
_I_CH_// (‘ULH‘L“OfW/HQO +‘an ‘LC\, OIW’HZ(O) ))

(basierend auf Hipp 2017)
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Notation ﬂ(".

m Bisherige Notation:
o:u®(x, 1) = CMufM(x, t) — f(x, 1),
druy (X, t) =CT " (x, ) — fy(x, 1),

o 0 —(w*) Teurl
— \(e*) Tcurl 0
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Notation ﬂ(".

m Bisherige Notation:
o:u®(x, 1) = CMufM(x, t) — f(x, 1),
druy (X, t) =CT " (x, ) — fy(x, 1),

o 0 —(w*) Teurl
— \(e*) Tcurl 0

a Neue Notation:

u" = u(-, 1), uy ~ Uy () t)

oru(x, t) = C®Mu(x, t) — f(x, 1),
oruy(x, t) = CMMy(x, 1) — fu(x, t)

17 19.10.2017  Bernhard Maier il lion der fur die




Runge-Kutta Methode ﬂ(".

un = cHMMyni gl i=1,...,s,
. S .
U =uf+Y° a;U], i=1,....s
=
= i HMM
uptt = uf+ Y bUE, mit o = o™,
i=

mit ufy, ~ uy"V (tn), UL ~ u)"™ (tn + ¢it), U =~ 9wul)" (tn + ci7).
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Runge-Kutta Methode

Uni = cHMM i gni i=1,...,s
. s o
U =uf+Y° a;U], i=1,...,s
j=1
S L
i =ul+ Y bUE, mit o) = oM,
=1
mit UIIZI ~ UH (tn) U i ~ UH (tn + C,‘T), U/,"'/I ~ atUH (tn + C,'T).
@ Ordnung: p > s+ 1
m algebraisch stabil:
a b,‘ >0,i=0,..., S
& M = (bia; + bja; — b; b) _ ist positiv semidefinit
m koerziv: 3 > 0,D dlagonal und positiv definit, mit
(DA ') .v>B(Dv) v Vv € RS
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Volldiskrete Fehlerabschatzungen (1) ﬂ("‘

Seiue C'(0, T; WH12(0)8), 95t u € L2(0, T; V), 8572w € L2(0, T; X).
Farn=1,..., N qilt:

luby = ulta)llo.o < 222

Stabilitdt + Beschranktheit der rechten Seite
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Gestortes Runge-Kutta System

Uni:Cefoni+f/_1li’ i=1,...
. S . . .
UM =u"+1)_ a;U" + A", i=1,...
j=1
S L
U ="+ 1Y B U 4 6T mit u°® = wup,
i=1

mit u” = u®(t,), U™ = 1 (t, + ¢1), U™ = 01 (1, + ;7).
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Gestortes Runge-Kutta System fiur den Fehler

Efj = cMYWEN + off, i=1,...s,
. S R .
Eff = el +t1) aiEY —Iua", i=1,...,s
j=
1 > ' 1 0 _  HVMM
n+1 _ 4n ~ni n ; _
eyl = el +T) biEf —Ind",  mit ey =upg" —ZInlo,

i=1

mit e, = u "V () — Zpu (1),
E,’_’/ = Uy (tn + C,‘T) — IHUeﬁ(tn + C,'T),
Eﬁ/ = atu,_, (tn + C,'T) — IHatUeff(tn + C,'T)

und g := (CHMMT,, — T oMy U™ + £ — T ™.

21 19.10.2017  Bernhard Maier il lion der fur die




Volldiskrete Fehlerabschatzungen (1) ﬂ("‘

Seiue C'(0, T; WH12(0)8), 95t u € L2(0, T; V), 8572w € L2(0, T; X).
Farn=1,..., N qilt:
w Stabilitat

n—1 s .
lefll5a < Clle)llsa+C+T) (TZ(SH)B(U' Stp)+T ) ZHQZHS,Q)

r=0 j=1
L,
B(u, s t.) :/ U (D)[13 + |uls2) (1)]13 o dt.
0
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Volldiskrete Fehlerabschétzungen (1) AT
Seiue C'(0, T; WH12(0)8), 95t u € L2(0, T; V), 8572w € L2(0, T; X).

Farn=1,..., N qilt:
m Stabilitat

Ieh13 0 < Cllebln+ C(1+T) (e VB(u s, tr) 4T 1. zng 13.0).

r=0 j=
t,
Bus,t) = [ a0+ 02D q ot
0
m Beschranktheit rechte Seite
lgfillo.a <N — Puf™loq+C  sup  [|AM(Zpdeu, vig) |l (g, 1)

Vil e =1
[ HVH

+ Cll(I = Z)otull 1=ty 1,, %) + CIIU = Zr)ull 1= (1,8, 1)
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Volldiskrete Fehlerabschatzungen (1) ﬂ("‘

Seiue C'(0, T; WH12(0)8), 95t u € L2(0, T; V), 8572w € L2(0, T; X).
Farn=1,..., N qilt:

lufy — u(ta)llo.a < Clluga™" — u(0 )HOQ"‘C max H — Puflo.0

+ +

+CI_I{(HUHLNOIH Wi+12(0)8 +\atU\Lwor WH1.2(0)8) ),

b
B(u s t.) = / D DT + 62 ()15 o dt.
0
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Volldiskrete Fehlerabschatzungen (2) AT
Seiue C(0,T; V)N C3(0, T; L2(Q)").
m Fir Crank-Nicolson gilt:

|y — utt)lo.a < Clluff" — u(O)lloa+C _max [ —Puflo

- -

+ CH' (HUHLN(O,z‘n;W’*‘Q(Q)s‘) + \atU\Lw(o,tn;W’*‘-Z(QJG‘))'
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Volldiskrete Fehlerabschatzungen (2) AT
Seiue C(0,T; V)N C3(0, T; L2(Q)").
m Fir Crank-Nicolson gilt:

1ufy = u(tn)lloa < Cllugs" — u(0)[loo + C _max [If;=Pufloo

.....

- -

+CH(<HUHL”01‘U W12 +‘aIU‘L‘“Ot Wi12(Q)8 J)

m Fir Leapfrog selbe Abschatzung unter

T<

min H,
CcFLCo KETH K
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Numerische Beispiele (1) ﬂ(".

a yl(x)=¢l(x)= <\/§+sin(2nf7—1)) (\@—f—sin(Zn%)) <\/§+sin(2nf7—3))
(y = 0.00625)
muff =15 =13 (Jikov 1994)
a No right hand side: Jext =0
m Exact solutions:
—7?/3sin(7rxq ) cos(mxz) cos(mxa sm( =)
Hef(x, t) = | 22/ cos(7xq) sin(7xz) cos( 7rx3)sm( )
Z\fcos(nxﬂcos(nxg)sm(nx3)sm(7)
—cos(nx1)sin(nxz)sin(nx3)cos(n—ﬁt)
Eeff(x, 1) = 0

sin(7tx) sin(7rx2) cos(7x3) cos(%/gt)

m Time integration: Leapfrog with timestep T = 0 and final time T =1
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Numerische Beispiele (2) ﬂ("'

100
S —o=h/y=2""
= —e—h/y =272
% —o—h/y =273
:|I h/” =2
= h/y=27°

|
0.1 025 0.5
Makrogitterweite H

Makrofehler fir Polynomgrade ¢ = k = 1
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Numerische Beispiele (3) AT

100

—— =21
——H =22

H=23
——H =24
——H=2"°

|ufy — u(tn)llo,.0
>
L

("’/17)2

0.1 0.25 0.5
Mikrogitterweite n/y

102

Mikrofehler fir Polynomgrade ¢ = k = 1
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Numerische Beispiele (4) ﬂ("'

—e—h/y =21
—e—h/y =272
~o—h/y =273

lufy = u(tn)llo.0

Pid Hz
0.05

|
0.1 0.25 0.5
Makrogitterweite H

Mikrofehler fir Polynomgrade ¢ = k = 2
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Numerische Beispiele (5) AT

1L

:g. 10

s

7 102

<

S

0% o) ]

o | |
0.1 0.25 0.5

Mikrogitterweite h/y

Mikrofehler fir Polynomgrade ¢ = k = 2
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Numerische Beispiele (6)

0.1 | | —— Leapfrog
c —e— Crank-Nicolson
=)
= T2
T 005 .
S
3
0.025 e ‘ ‘

0.05 0.1
Zeitschritt T

Zeitdiskretisierungsfehler
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Fazit ﬂ(".

a Herleitung der FE-HMM fur die Maxwell-Gleichung
a Fehleranalyse flr Ortsdiskretisierung
m Fehleranalyse flr Volldiskretisierung mit

m algebraisch stabilen Runge-Kutta Verfahren
m Crank-Nicolson
a Leapfrog

m Analyse Ubertragbar auf discontinuous Galerkin
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Volldiskrete Fehlerabschétzungen (1) AT
Seiue C'(0, T; WH12(0)8), 95t u € L2(0, T; V), 8572w € L2(0, T; X).

Farn=1,..., N qilt:
m Stabilitat

Ieh13 0 < Cllebln+ C(1+T) (e VB(u s, tr) 4T 1. zng 13.0).

r=0 j=
t,
Bus,t) = [ a0+ 02D q ot
0
m Beschranktheit rechte Seite
lgfillo.a <N — Puf™loq+C  sup  [|AM(Zpdeu, vig) |l (g, 1)

Vil e =1
[ HVH

+ Cll(I = Z)otull 1=ty 1,, %) + CIIU = Zr)ull 1= (1,8, 1)
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Gestortes Runge-Kutta System fiur den Fehler

Efj = cMYWEN + off, i=1,...s,
. S R .
Eff = el +t1) aiEY —Iua", i=1,...,s
j=
1 > ' 1 0 _  HVMM
n+1 _ 4n ~ni n ; _
eyl = el +T) biEf —Ind",  mit ey =upg" —ZInlo,

i=1

mit e, = u "V () — Zpu (1),
E,’_’/ = Uy (tn + C,‘T) — IHUeﬁ(tn + C,'T),
Eﬁ/ = atu,_, (tn + C,'T) — IHatUeff(tn + C,'T)

und g := (CHMMT,, — T oMy U™ + £ — T ™.
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