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|Eη | (links) und |EHMM
H | (rechts).
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Zerlegung des Einheitswürfels: 50 Zellen pro Raumrichtung (links) und 20 Zellen
pro Raumrichtung (rechts).
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Abbildung basiert auf (Ciarlet 2017)
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Mehrskalengleichung Mehrskalenlösung

effektive Gleichung
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effektive Lösung
löse Mikroprobleme

in ganz Ω!

FE-HMM



Modellproblem
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Finde Hη : (0,T )→ H(curl ,Ω), Eη : (0,T )→ H0(curl ,Ω), mit

µη∂tHη = −curl Eη in (0,T )×Ω,

εη∂tEη = curl Hη − Jext in (0,T )×Ω,

div
(
µηHη

)
= 0 in (0,T )×Ω,

div
(
εηEη

)
= ρ in (0,T )×Ω

(1)

+ Kontinuitätsgleichung

∂t ρ + div Jext = 0 in (0,T )×Ω

mit µη, εη lokal Yη-periodisch.
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Theorem - Effektive Maxwellgleichung (1)

10 19. 10. 2017 Bernhard Maier Zeitintegration der heterogenen Mehrskalenmethode für die Maxwellgleichung

(Hη)η>0, (Eη)η>0 Lösungen von (1). Dann:

Hη(x, t) ⇀ Heff(x, t) , Eη(x, t) ⇀ Eeff(x, t),

für η → 0, und

µeff(x)∂tHeff(x, t) = −curl Eeff(x, t),

εeff(x)∂tEeff(x, t) = curl Heff(x, t)− Jext (x, t),

div
(
µeff(x)Heff(x, t)

)
= 0,

div
(
εeff(x)Eeff(x, t)

)
= ρeff(x, t)

für fast alle x ∈ Ω, t ∈ (0,T ).



Theorem - Effektive Maxwellgleichung (2)
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Effektive Materialparameter:

µeff(x) =
 

Yη

(
I −Dy χµ

(
x, y

η

))T
µ
(
x, y

η

)(
I −Dy χµ

(
x, y

η

))
dy ,

εeff(x) =
 

Yη

(
I −Dy χε

(
x, y

η

))T
ε
(
x, y

η

)(
I −Dy χε

(
x, y

η

))
dy

Lokale Probleme: Finde χµ(x, ·), χε(x, ·) ∈ (W 1,2
# (Y )/R)3, mit

ˆ
Yη

(
µ
(
x, y

η

)(
I −Dy χµ

(
x, y

η

)))T

grady v
( y

η

)
dy = 0,

ˆ
Yη

(
ε
(
x, y

η

)(
I −Dy χε

(
x, y

η

)))T

grady v
( y

η

)
dy = 0

für alle v ∈ W 1,2
# (Y )/R. (Wellander 2001)
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HMM-Schema
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Abbildung basiert auf (Ciarlet 2017)
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Finde HHMM
H : (0,T )→ V Néd

H (TH), EHMM
H : (0,T )→ V Néd

H,0 (TH), mit

µHMM(x)∂tHHMM
H (x, t) = −curl EHMM

H (x, t),

εHMM(x)∂tEHMM
H (x, t) = curl HHMM

H (x, t)− Jext,H(x, t)

für fast alle x ∈ Ω, t ∈ (0,T ).



FE-HMM (2)
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HMM-Materialparameter:

µHMM(x) =
 

Yη(x)

(
I −Dy χµ,h(x, y)

)T
µ
(
x, y

η

)(
I −Dy χµ,h(x, y)

)
dy ,

εHMM(x) =
 

Yη(x)

(
I −Dy χε,h(x, y)

)T
ε
(
x, y

η

)(
I −Dy χε,h(x, y)

)
dy ,

Lokale Probleme: Finde χµ,h(x, ·), χε,h(x, ·) ∈ (Sk
#(Th)/R)3, mit

ˆ
Yη(x)

(
µ
(
x, y

η

)(
I −Dy χµ,h(x, y)

))T
grad yvh(y) dy = 0 ∀vh ∈ Sk

#(Th),

ˆ
Yη(x)

(
ε
(
x, y

η

)(
I −Dy χε,h(x, y)

))T
grad yvh(y) dy = 0 ∀vh ∈ Sk

#(Th)

für alle Quadraturpunkte xm
K ∈ Ω.



FE-HMM (3)
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Finde HHMM
H : (0,T )→ V Néd

H (TH), EHMM
H : (0,T )→ V Néd

H,0 (TH), mit

µHMM(x)∂tHHMM
H (x, t) = −curl EHMM

H (x, t),

εHMM(x)∂tEHMM
H (x, t) = curl HHMM

H (x, t)− Jext,H(x, t)

für fast alle x ∈ Ω, t ∈ (0,T ).

Fehlerabschätzung (Polynomgrad pmac ≤ `, pmic ≤ k):

‖uHMM
H (t)− ueff(t)‖L2(Ω)6

≤C‖uHMM
H,0 − IHueff

0 ‖L2(Ω)6 + Ct‖fH −PH f‖L∞(0,t;L2(Ω)6)

+ Ct
( h

η

)2k‖∂tueff‖L∞(0,t;L2(Ω)6) + CH`|ueff(t)|W `+1,2(Ω)6

+ CtH`
(
|ueff|L∞(0,t;W `+1,2(Ω)6) + |∂tueff|L∞(0,t;W `+1,2(Ω)6)

)
.

(basierend auf Hipp 2017)
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Finde uHMM
H : (0,T )→ V Néd

H (TH)× V Néd
H,0 (TH), mit

∂tuHMM
H (x, t) = CHMMuHMM

H (x, t)− fH(x, t)
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η

)2k‖∂tueff‖L∞(0,t;L2(Ω)6) + CH`|ueff(t)|W `+1,2(Ω)6

+ CtH`
(
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Bisherige Notation:

∂tueff(x, t) = Ceffueff(x, t)− f (x, t),

∂tuHMM
H (x, t) = CHMMuHMM

H (x, t)− fH(x, t),

C∗ =
(

0 −(µ∗)−1curl
(ε∗)−1curl 0

)

Neue Notation:

un = ueff(·, tn), un
H ≈ uHMM

H (·, tn)

∂tu(x, t) = Ceffu(x, t)− f (x, t),

∂tuH(x, t) = CHMMuH(x, t)− fH(x, t)
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Runge-Kutta Methode
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U̇ni
H = CHMMUni

H + f ni
H , i = 1, . . . , s,

Uni
H = un

H + τ
s

∑
j=1

aij U̇
nj
H , i = 1, . . . , s,

un+1
H = un

H + τ
s

∑
i=1

bi U̇
ni
H , mit u0

H = uHMM
H,0 ,

mit un
H ≈ uHMM

H (tn), Uni
H ≈ uHMM

H (tn + ci τ), U̇ni
H ≈ ∂tuHMM

H (tn + ci τ).

Ordnung: p ≥ s + 1
algebraisch stabil:

bi > 0, i = 0, . . . , s
M = (biaij + bjaji − bibj )

s
i,j=1 ist positiv semidefinit

koerziv: ∃β > 0,D diagonal und positiv definit, mit

(DA−1v) · v ≥ β(Dv) · v ∀v ∈ Rs
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Volldiskrete Fehlerabschätzungen (1)
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Sei u ∈ C1(0,T ;W `+1,2(Ω)6), ∂s+1
t u ∈ L2(0,T ;V ), ∂s+2

t u ∈ L2(0,T ;X ).
Für n = 1, . . . ,N gilt:

‖un
H − u(tn)‖0,Ω ≤ ???

Stabilität + Beschränktheit der rechten Seite



Gestörtes Runge-Kutta System
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U̇ni = CeffUni + f ni
H , i = 1, . . . , s,

Uni = un + τ
s

∑
j=1

aij U̇
nj + ∆ni , i = 1, . . . , s,

un+1 = un + τ
s

∑
i=1

bi U̇
ni + δn+1, mit u0 = u0,

mit un = ueff(tn), Uni = ueff(tn + ci τ), U̇ni = ∂tueff(tn + ci τ).



Gestörtes Runge-Kutta System für den Fehler
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Ėni
H = CHMMEni

H + gni
H , i = 1, . . . , s,

Eni
H = en

H + τ
s

∑
j=1

aij Ė
nj
H − IH∆ni , i = 1, . . . , s,

en+1
H = en

H + τ
s

∑
i=1

bi Ė
ni
H − IHδn+1, mit e0

H = uHMM
H,0 − IHu0,

mit en
H = uHMM

H (tn)− IHueff(tn),
Eni

H = uHMM
H (tn + ci τ)− IHueff(tn + ci τ),

Ėni
H = ∂tuHMM

H (tn + ci τ)− IH∂tueff(tn + ci τ)

und gni
H := (CHMMIH − IHCeff)Uni + f ni

H − IH f ni .



Volldiskrete Fehlerabschätzungen (1)
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Sei u ∈ C1(0,T ;W `+1,2(Ω)6), ∂s+1
t u ∈ L2(0,T ;V ), ∂s+2

t u ∈ L2(0,T ;X ).
Für n = 1, . . . ,N gilt:

Stabilität

‖en
H‖2

0,Ω ≤ C‖e0
H‖

2
0,Ω + C(1+T )

(
τ2(s+1)B(u, s, tn)+τ

n−1

∑
r=0

s

∑
i=1
‖gri

H‖2
0,Ω

)
,

B(u, s, t∗) =
ˆ t∗

0
‖u(s+1)(t)‖2

V + ‖u(s+2)(t)‖2
0,Ω dt .

Beschränktheit rechte Seite

‖gni
H ‖0,Ω ≤‖f ni

H −PH f ni‖0,Ω + C sup
‖vH‖V `

H
=1
‖∆m(IH∂tu, vH)‖L∞(tn,tn+1;X )

+ C‖(I − IH)∂tu‖L∞(tn,tn+1;X ) + C‖(I − IH)u‖L∞(tn,tn+1;V ).
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Volldiskrete Fehlerabschätzungen (1)
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Sei u ∈ C1(0,T ;W `+1,2(Ω)6), ∂s+1
t u ∈ L2(0,T ;V ), ∂s+2

t u ∈ L2(0,T ;X ).
Für n = 1, . . . ,N gilt:

‖un
H − u(tn)‖0,Ω ≤ C‖uHMM

H,0 − u(0)‖0,Ω + C max
r=0,...,n−1
i=1,...,s

‖f ri
H −PH f ri‖0,Ω

+ Cτs+1B(u, s, tn) + C
( h

η

)2k‖∂tu‖L∞(0,tn;L2(Ω)6)

+ CH`
(
‖u‖L∞(0,tn;W `+1,2(Ω)6) + |∂tu|L∞(0,tn;W `+1,2(Ω)6)

)
,

B(u, s, t∗) =
ˆ t∗

0
‖u(s+1)(t)‖2

V + ‖u(s+2)(t)‖2
0,Ω dt .



Volldiskrete Fehlerabschätzungen (2)
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Sei u ∈ C(0,T ;V ) ∩C3(0,T ;L2(Ω)6).

Für Crank-Nicolson gilt:

‖ũn
H − u(tn)‖0,Ω ≤ C‖uHMM

H,0 − u(0)‖0,Ω + C max
r=0,...,n−1

‖f r
H −PH f r‖0,Ω

+ Cτ2‖∂tu‖L∞(tn,tn+1;L2(Ω)6) + C
( h

η

)2k‖∂tu‖L∞(0,tn;L2(Ω)6)

+ CH`
(
‖u‖L∞(0,tn;W `+1,2(Ω)6) + |∂tu|L∞(0,tn;W `+1,2(Ω)6)

)
.

Für Leapfrog selbe Abschätzung unter

τ ≤ 2θ

CCFLc∞
min

K∈TH

HK .
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Numerische Beispiele (1)
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µη(x)= εη(x)=
(√

2+sin
(
2π x1

η

))(√
2+sin

(
2π x2

η

))(√
2+sin

(
2π x3

η

))
(η = 0.00625)

µeff ≡ I3, εeff ≡ I3 (Jikov 1994)
No right hand side: Jext ≡ 0
Exact solutions:

Heff(x, t) =


−π2
√

3 sin(πx1) cos(πx2) cos(πx3) sin
( 1

π
√

3
t
)

2π2
√

3 cos(πx1) sin(πx2) cos(πx3) sin
( 1

π
√

3
t
)

π2
√

3 cos(πx1) cos(πx2) sin(πx3) sin
( 1

π
√

3
t
)
 ,

Eeff(x, t) =

− cos(πx1) sin(πx2) sin(πx3) cos( 1
π
√

3
t)

0
sin(πx1) sin(πx2) cos(πx3) cos( 1

π
√

3
t)

 .

Time integration: Leapfrog with timestep τ = 1
100 and final time T = 1



Numerische Beispiele (2)
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0.05 0.1 0.25 0.5

100

10−1

10−2 H1

Makrogitterweite H

‖u
n H
−

u
(t

n
)‖

0,
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Numerische Beispiele (3)
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Numerische Beispiele (4)
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Numerische Beispiele (5)
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Numerische Beispiele (6)
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Fazit
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Herleitung der FE-HMM für die Maxwell-Gleichung
Fehleranalyse für Ortsdiskretisierung
Fehleranalyse für Volldiskretisierung mit

algebraisch stabilen Runge-Kutta Verfahren
Crank-Nicolson
Leapfrog

Analyse übertragbar auf discontinuous Galerkin



Volldiskrete Fehlerabschätzungen (1)
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Sei u ∈ C1(0,T ;W `+1,2(Ω)6), ∂s+1
t u ∈ L2(0,T ;V ), ∂s+2

t u ∈ L2(0,T ;X ).
Für n = 1, . . . ,N gilt:

Stabilität

‖en
H‖2

0,Ω ≤ C‖e0
H‖

2
0,Ω + C(1+T )

(
τ2(s+1)B(u, s, tn)+τ

n−1

∑
r=0

s

∑
i=1
‖gri

H‖2
0,Ω

)
,

B(u, s, t∗) =
ˆ t∗

0
‖u(s+1)(t)‖2

V + ‖u(s+2)(t)‖2
0,Ω dt .

Beschränktheit rechte Seite

‖gni
H ‖0,Ω ≤‖f ni

H −PH f ni‖0,Ω + C sup
‖vH‖V `

H
=1
‖∆m(IH∂tu, vH)‖L∞(tn,tn+1;X )

+ C‖(I − IH)∂tu‖L∞(tn,tn+1;X ) + C‖(I − IH)u‖L∞(tn,tn+1;V ).



Gestörtes Runge-Kutta System für den Fehler
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Ėni
H = CHMMEni

H + gni
H , i = 1, . . . , s,

Eni
H = en

H + τ
s

∑
j=1

aij Ė
nj
H − IH∆ni , i = 1, . . . , s,

en+1
H = en

H + τ
s

∑
i=1

bi Ė
ni
H − IHδn+1, mit e0

H = uHMM
H,0 − IHu0,

mit en
H = uHMM

H (tn)− IHueff(tn),
Eni

H = uHMM
H (tn + ci τ)− IHueff(tn + ci τ),

Ėni
H = ∂tuHMM

H (tn + ci τ)− IH∂tueff(tn + ci τ)

und gni
H := (CHMMIH − IHCeff)Uni + f ni

H − IH f ni .
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