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Alternating Direction Implicit (ADI) Methode AT

Operator Splitting Methode

Splitting nach Koordinatenrichtung

m geometrisches Splitting
m Ziel: Problem zerféllt in 1D-Probleme

Meist in Verbindung mit Finite Differenzen

Verschiedene Ausflihrungen:
Peaceman-Rachford, Douglas-Rachford,. . .
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Peaceman-Rachford Splitting

Differentialgleichung:

diu=Lu=(A+B)u

Peaceman-Rachford Splitting

(I—ZA) ™12 = (14 EB)u"
(/7%B)Un+1 :(/+%A)un+1/2
oder

Eigenschaften:

m bedingungslos stabil fiir dissipative Operatoren

a (klassische) Ordnung zwei

a nicht trivial auf mehr als zwei Dimensionen erweiterbar
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Effizienz AT
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Finite Differenzen:

a Teilprobleme zerfallen in Tridiagonalmatrizen
a Entkopplung der einzelnen Linien in Koordinatenrichtung
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Effizienz AT
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Finite Elemente:

m Rechteckselemente nétig

a Ausnutzung der Tensorstruktur:

m Basisfunktionen ®(x, y) = ¢(x)$(y)
Steifigkeitsmatrix hat Struktur: T M+ M @ T
T: 1D-Steifigkeitsmatrix
M: 1D-Massematrix

m Teilprobleme effizient I6sbar, da

(ToM) ' =T "oM!
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Discontinuous Galerkin?
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Discontinuous Galerkin

a Ortsdiskretisierungsverfahren

a Approximation unstetig entlang Elementrandern

m Basisfunktionen des Ansatzraumes “leben” auf Elementen

Kopplung Uber Rénder der Elemente
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Modellproblem: 2D-Advektionsgleichung AT

homogene, lineare 2D-Advektionsgleichung in Rechtecksgebiet ()

Jiu=a-vu inQx (0, 7),
u(x,y,0) = ug in O,
ulx,y,t)=0 auf o)™ x (0, T).

00~ ={(x,y) €oQla-n(x,y) <0} .

Splitting:
a-V = axdx + ayoy
A= aydy
B:= ayd,
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Gestalt der inneren Elemente
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Gestalt der inneren Elemente

Fi = {F* F¥ Py~ Pt}
Fi={F" F"} ;
Fr={F" F*} e
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Gestalt der inneren Elemente Q(IT

F = {F P P Fr+) ek
Fr={P P : I :
1 y+ 1
FL={F~ P} P P .-
-
SKF:nK'nFE{_1,1} nFX nFX{
<1 >
nk K nK
X— X +
nf —nF+:(8> nFyI F~
@ . R
AT <0) E Fr= EnK E
1 1 \ 4 1

06.10.15 Jonas Kéhler - Die ADI-Methode auf eine Dit i Galerkin Di




12

Mittelwerte und Spriinge

U = ulk

Mittelwert Uber die Kante F:

fupe = LU
Sprung Uber die Kante F:
[ulr = U — ufF
Es gilt:
flule — oK = - [ule

Galerkin Di:

Kr




Bilinearformen ﬂ(".

T ={K} Menge der Elemente
FX = UFk Menge der Rander mit Normalen in x-Richtung
FV = U]—'}é Menge der R&nder mit Normalen in y-Richtung

Bilinearform zu A

auv)= Y a@eu v~ ¥ ac(lde {vhe)r

KeT FeFx

Bilinearform zu B

b(u,v)= Y ay@yuv)— Y a (lulr. {vhr)e

KeT FeFY
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Erstellen der Steifigkeitsmatrix AT
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a Einsetzen von Elementbasisfunktionen mit lokalem Tréager
= Elementmatrizen

Kopplung benachbarter Elementen (im Sinne von Randern) tber [u] ¢

m Assemblierung aller Elementmatrizen zur Gesamtsteifigkeitsmatrix

Im Folgenden: lineare Finite Elemente, gleichméaBiges Gitter
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Elementmatrizen ﬂ(“.
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a(u,v) = Z ax (oxu, V)K* Z ax([UﬂFv{{V}}F)F

KeT FeFx

Nach Einsetzen der Element-Basisfunktionen:

(DX _ SK)UK+ SX+UX+ _ Sxfuxf

D* : Elementsteifigkeitsmatrix . N
Ss¥ . Randmatrix bzgl. K .
S§**: Randmatrix bzgl. K**

u” : Freiheitsgrade des Elements K

u** 1 Freiheitsgrade des Elements K**

KX
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Assemblierung
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(DX — sk st —s v —
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Struktur der Elementmatrizen | ﬂ(“'

Dabei, mit K = [0, 1] x [0, 1] und ®(x, y) = p(x)p(y):

(D¥)s = (O (9hr). $j1) / / (3xi(X)) 9k (y) 8 (X)1 () dy dx
:/0 3pi (X)X dx/0 ox(Y)¢i(y) dy
= (axﬁbiv‘Pj)[oj] (¢kv¢/)[0,1]

— D* hat Tensorstruktur DY, @ MY,
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Struktur der Elementmatrizen Il

(8w = (‘Pifpkv ¢f+¢7(+>FX+

=508 (1) [ el () oy
= ¢i(1)g; (1) (ex(¥). 7" (1)) oy

= §** hat Tensorstruktur Eyy ® M},

0 0
Ear = <1 o)
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Tensorstruktur | ﬂ(“.
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b - Dfy ® Miy am

sK = (Exn—En)a My, ..

[ Eoy @ MYy ..
L Eio® M{d

DYy : 1D-Elementsteifigkeitsmatrix
MY, : 1D-Elementmassematrix
E; : Elementarmatrix
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Tensorstruktur Il
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Fazit und Ausblick AT

Fazit:
ADI auch flr dG effizient, da:

m Teilprobleme zerfallen in entkoppelte 1D-Probleme

a Kroneckerproduktstruktur der Steifigkeitsmatrizen
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Fazit und Ausblick AT

Fazit:
ADI auch flr dG effizient, da:

m Teilprobleme zerfallen in entkoppelte 1D-Probleme

a Kroneckerproduktstruktur der Steifigkeitsmatrizen

Ausblick:
a UngleichmaBiges Gitter
a Unterschiedliche Polynomgrade

m ADI fir Maxwell
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