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Hochoszillatorische Probleme ﬂ("'

Betrachte flir p > 2
ug = Uxx+Up, u= U(X, t)

® 27-periodische Randbedingungen x € T = R\{27Z}
m Anfangswerte u(-,0) € HSt1 = HST1(T), u(-,0) € H%, s > 0.
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Hochoszillatorische Probleme

Betrachte flir p > 2

Ut = Uxx + UP, u= U(X, t)

® 27-periodische Randbedingungen x € T = R\{27Z}
m Anfangswerte u(-,0) € HSt1 = HST1(T), u(-,0) € H%, s > 0.

Semidiskretisierung im Ort:

y=-0%+1(y)

m O?: diskrete zweite Ortsableitung
mu f(y): polynomiale Nichtlinearitat
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Hochoszillatorische Probleme

Betrachte flir p > 2

Ut = Uxx + UP, u= U(X, t)

® 27-periodische Randbedingungen x € T = R\{27Z}
m Anfangswerte u(-,0) € HSt1 = HST1(T), u(-,0) € H%, s > 0.

Semidiskretisierung im Ort:

y=-0%+1(y)

m O?: diskrete zweite Ortsableitung
mu f(y): polynomiale Nichtlinearitat

m Eigenwerte von Q) variieren stark, ||Q)f| > 1
= L&sung hat hoch- und niederfrequente Anteile
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Beispiel: hochoszillatorisches Problem AT

Q|| = 2°, polynomiale Nichtlinearitat p = 2:
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Ubersicht AT

institut f Technologie.

Vorgehen:

a Diskretisierung der Zeit: trigpnometrischer Integrator
a Ziel: Fehleranalyse

a Fehlerkonstante unabhéngig von || Q)|
® niedrige Regularitat (s = 0) der Lésung: (u, u) € H' x HO
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Ubersicht AT

Vorgehen:

a Diskretisierung der Zeit: trigpnometrischer Integrator
a Ziel: Fehleranalyse

a Fehlerkonstante unabhéngig von || Q)|
® niedrige Regularitat (s = 0) der Lésung: (u, u) € H' x HO

Bekannte Fehleranalysen fir

a Impuls Methode (Deuflhard)

a gemilderte Impuls Methode (Garcia-Archilla, Sanz-Serna und Skeel)
a Trigonometrische Methoden (Hairer und Lubich)

a exponentieller Integrator (Grimm und Hochbruck)

Neu: Nichtlinearitat ist nicht Lipschitz stetig!
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Trigonometrischer Integrator ﬂ("'

Ortsdiskretisierung:
Differenzialgleichung Uy = Uxx + UP

Ansatz: diskrete Fourier-Transformation

uc(x t)y =Y y(e?, mitK={-K,...,.K—1}
jek
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Trigonometrischer Integrator ﬂ("'

Ortsdiskretisierung:
Differenzialgleichung Uy = Uxx + UP

Ansatz: diskrete Fourier-Transformation

uc(x t)y =Y y(e?, mitK={-K,...,.K—1}
jek

Auswertung an den Kollokationspunkten x, = ”7" liefert
y(t) = —QPy() +f(y(1),  y(t) = (¥(t))jex

w Q= diag(|j])jex
wfy)=yx--xy
——

p mal
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Trigonometrischer Integrator

Ortsdiskretisierung:
Differenzialgleichung Uy = Uxx + UP

Ansatz: diskrete Fourier-Transformation

uc(x t)y =Y y(e?, mitK={-K,...,.K—1}
jek

Auswertung an den Kollokationspunkten x, = ”7" liefert
y(t)y =%y (t) +f(y(t),  y(t) = (y(1)jex

w O =diag(]j|)jex
w fy)=y*-xy
——

p mal

Exakte L&ésung gegeben durch Variation-der-Konstanten Formel

Karlsruher Institut fur Technologie
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Trigonometrischer Integrator

Variation-der-Konstanten Formel

0 J=r0 3o [ fReo] e o
mit

tQ)  tsinc(tQ)
R(t) = [ jé’ii(ng})) E'Lnsi(tm) }
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Trigonometrischer Integrator ﬂ("'

Variation-der-Konstanten Formel

0 J=r0 3o [ fReo] e o

mit

tQ)  tsinc(tQ)
R(t) = [ jé’ii(ng})) E'Lnsi(tm) }

Zeitdiskretisierung: Far y™ & y(tp) mit t, = nh:

e | =R [0 ] ;hwof(é’;\;ji(?iff:@y"“)) |

Filterfunktionen: ® = ¢(hQ2), ¥ = (hQ), ¥1 = 11 (hQY), ¥o = yo(hQ2) mit
$(0) = ¢(0) = ¢1(0) = ¥o(0) = 1.
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Filterfunktion

Bedingung fir symmetrisches Verfahren: gerade Filterfunktionen und

#(G) = sinc($)y1(¢), $o(&) = cos(¢)y1(¢)

Mégliche Filterfunktionen:

B)  ¢(Z) =sinc(c),  9(¢) =1, Yo, 1 wie in (1),
©) y(& )—smc (@), ¢(&) =sinc(¢), o,y wiein (1),
) (&) =sinc®(&), (&) =1, o, 1 wie in (1),
) (&) =sinc®(@), $(&) = sinc(¢), o, Py wiein (1).

(E

(G

(B): Deuflhard, (C): Gracia-Archilla, Sanz-Serena, Skeel,
(E): Hairer, Lubich, (G) Grimm, Hochbruck
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Filterfunktion

Bedingung fir symmetrisches Verfahren: gerade Filterfunktionen und

#(G) = sinc($)y1(¢), $o(&) = cos(¢)y1(¢)

Mégliche Filterfunktionen:

B)  ¢(Z) =sinc(c),  9(¢) =1, Yo, 1 wie in (1),
©) y(& )—smc (@), ¢(&) =sinc(¢), o,y wiein (1),
) (&) =sinc®(&), (&) =1, o, 1 wie in (1),
) (&) =sinc®(@), $(&) = sinc(¢), o, Py wiein (1).

(E

(G

(B): Deuflhard, (C): Gracia-Archilla, Sanz-Serena, Skeel,
(E): Hairer, Lubich, (G) Grimm, Hochbruck

Gautschi Methoden passen nicht in das Schema
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Konvergenzresultat ﬂ(".

Theorem (L. Gauckler, 2015)
Voraussetzungen:
ms>0 —1<a<At

m exakte Losung erfllt Iy llepqs F Iyl <M firo<t<T
m Filterfunktionen erfiillen Annahme [A] fir f = 0und g = «
Dann existiert hy > 0 fir alle h < hg gilt

1y (ta) = ¥ llsg1—a + 17(ta) = §"lls—o < CH*E
fir 0 < t < T. C ist unabhangig von |||
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Konvergenzresultat ﬂ(".

Insttut far Technologie

Theorem (L. Gauckler, 2015)
Voraussetzungen:

ms>0 —1<a<
m exakte Losung erfllt ly(Dlseq Fly@lls <M firo<t<T
m Filterfunktionen erfiillen Annahme [A] fir f = 0und g = «
Dann existiert hy > 0 fir alle h < hg gilt
”y(tn) - yn”s+171x + ||}/(tn) - yn||57“ < Ch1+lx
fir 0 < t < T. Cist unabhangig von ||Q||

23 —1 0 1

: % %

Fehlernorm bnehmend +0 bnehmend —1
990 Regularitat abnehmen abnehmen

Ordnung 0 zunehmend 1 zunehmend 2
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Konvergenzresultat

Diskrete Sobolev-Norm:

1/2
I¥lls = (/Z U>23\y,-}2> ,
jelC

07.10.2015 Simone Buchholz -

() = max(1,j]),y € c*

IANM, Karlsruher Institut fiir Technologie



Konvergenzresultat ﬂ(".

Diskrete Sobolev-Norm:

1/2
Iylls = (jZKWS \yj}2> . () =max(1,j]),y e Ck

Annahmen [A]:

Fir —1 < B <1 existiert ¢ > 0 furalle § = h|j|, j e K\{0} gilt:
(i) o)l < e,

(i) [p@)] < cgP falls =1 < g <0,

(i) [1—9p(@)|<cef, falls 0<p<AH,

(V) [1=x(@)] <cg™F firx =g yo y1.

(B), (€C), (E) und (G) erfillen [A] gleichmé&Big fur alle —1 < p <1

IANM, Karlsruher Institut fiir Technologie
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numerische Tests

Karlsruher Institut fur Technologie

p=2, s=0, Filter: gemilderte Impuls Methode

100,
a=1 103
106
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numerische Tests

p=2, s=0, Filter: Deulfhardt

07.10.2015

Nl

Simone Buchholz -
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1074 |

1077 =

103
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Beweistechnik ﬂ(".

institut f Technologie.

1. lokaler Fehler

2. Fehlerfortpflanzung
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Beweistechnik ﬂ(".

institut f Technologie.

1. lokaler Fehler } Lady Windermeres Facher
2. Fehlerfortpflanzung = Konvergenz
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Beweistechnik ﬂ(".

institut f Technologie.

' er = { 1. lokaler Fehler } Lady Windermeres Facher
beschrankt 2. Fehlerfortpflanzung = Konvergenz
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Beweistechnik ﬂ(".

' er = { 1. lokaler Fehler } Lady Windermeres Facher
beschrankt 2. Fehlerfortpflanzung = Konvergenz

Lemma: Regularitatserhaltung tber einen Zeitschritt

Voraussetzungen:
a s>0, —1<a<0

® Annahmen [A] sind erflllt fir g = «

o (Y sq TN =M
Dann ist

I

s+1
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Beweis Lemma AT
Fir y! gilt
! 1Y f(DyO
=R e [ ararend Snatcony |
mit

hQ)  hsinc(hQ
R(h) = { _‘Eé’ii(n(hzn cscl)gc(gm)) ]
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Beweis Lemma ﬂ(".
Fir y! gilt

y! = cos(hQ)y® + hsinc(hQ)y° + ¥ f(Py°)
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Beweis Lemma A“(IT
Far y' gilt
|91, = leosthony® + hsinc(h)y® + i@y

< Hyo

+h Hsinc(hn)yo

+32 [ ¥r(@y?)

St s+1 s+1




Beweis Lemma

Fur y! gilt

Iy

= |cos(h)y® + hsinc(h)y® + Sr(@y®) |

s+1

 th Hsinc(h())yo

+hHP H‘Pf(CDyO)

s+1

<
7ys+
N—

<M

s+1



Beweis Lemma AT

Fur y! gilt

Hy1 st Hcos(hﬂ)yo + hsinc(hQ)y° + %‘Yf(q’yo)Hs+1

< Hyo
| S—

+hHsinc(hQ)yo

L H‘Ff(@yo)

s+1 S+ s+1

<M

Es gilt sinc(h|j|) < (h{j))~", damit

2
h Hsmc(hQ)

=Ah Z 25+2

Ss+1

sinc h|/\)yj } )




Beweis Lemma ﬂ(".

Fur y! gilt

Hy1 = Hcos(hQ)yO + hsinc(hQ) y° + %‘Yf(d)yo)H
s+ s+1
< Pl ool 1 o]

<M

Es gilt sinc(h|j|) < (h{j))~", damit

1
2

Z 25+2

h Hsmc(hQ)

sinc h|/\)yj ‘ )

1

S+1

2
<h| Lu)reen e W)
jek

<[, < m




Beweis Lemma ﬂ(".

Fur y! gilt

Hy1 = Hcos(hﬂ)yo + hsinc(hQ) y° + %‘Yf(d)yO)H
s+ s+
= Hyo s+1 JthSinC(hQ)yo s+1 Jr%hz HTf((DyO)Hs\ 1

<M <M

Es gilt sinc(h|j|) < (h{j))~", damit

1
2

Z 25+2

h Hsmc(hQ)

sinc h|/\)yj ‘ )

1

S+1

2
<h Z<j>2s+272h72 )y/p‘z)
jek

<[], <m




Beweis Lemma AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Furo > 1, y,z e CK gilt

ly*2zll, < Cliyll, 121l
Far ||ly||, < M folgt daher ||f(y)

o S C HyHU
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Beweis Lemma ﬂ(".

Furo > 1, y,z e CK gilt

ly*2zll, < Cliyll, 121l

Fur [lyll, < M folgt daher |[7(y)|, < C|ly/,-
Es gilt [A]: |[¢w(h|j])] < max(1, c)(h{j))*, also ist

l

@y </ZO 12572 |p(h 1) (@ (R 1)) >
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Beweis Lemma ﬂ(".

Furo > 1, y,z e CK gilt

ly*2zll, < Cliyll, 121l

Fur [lyll, < M folgt daher |[7(y)|, < C|ly/,-
Es gilt [A]: |[¢w(h|j])] < max(1, c)(h{j))*, also ist

2
[, = (Lo |vaiirio <h|j>y,°>]2>
o
< max(1,¢c)h Z Y2 I f(o(hj])y) )‘ )
= max(1, ¢)h* || f(Py°) ortan S max(1, c)h* || f(®y°) o
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Beweis Lemma ﬂ(".

Furo > 1,y,z e CF gilt
ly*zll, < Cllylly Izl

Fur [lyll, < M folgt daher |[7(y)|, < C|ly/,-
Es gilt [A]: |[¢w(h|j])] < max(1, c)(h{j))*, also ist

5\ 2
[pr@r],,, = (L0 othiibriothiing) )
2\ 2
< max(1,c)h Z Y2 I f(o(hj])y) )‘ )
_ 4 < x 0
max(1, c)h* || f(®yP°) R max (1, c)h* ||[f(Dy )HS+1

< max(1, c)h* ||®y° < max(c, c®)h* ||y° < max(c, c?)h*M

s+ s+1
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Beweis Lemma ﬂ(".

Damit gilt

+ %hz [#r(@y)|

< HyO

+ hHsinc(hQ)y0

Iy
s+1 s+1 s+1 s+1

<M+ M+ % max(c, c2)n?teM
<C
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Beweis Lemma ﬂ(".

Damit gilt

+ %hz [#r(@y)|

< HyO

+ hHsinc(hQ)y0

Iy
s+1 s+1 s+1 s+1

<M+ M+ % max(c, c2)n?teM
<C

Frage: Wasistflir0 < a < 1?
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Beweis Lemma AT

Damit gilt

+ %hz [#r(@y)|

< Hy"

+ hHsinc(hQ)y0

]

Hy s+1 s+1 s+1 s+1
1

<M+ M+ 5 max(c, c2)hPtem

<C

Frage: Was ist fir 0 < o < 1?

Vereinfachte Schreibweise:

—

. . 2
M = (122 +1712)
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Bausteine fiir Lady Windermeres Facher AT

Voraussetzungen

ms>0,

a —1<a<0,

® Annahme [A] ist erflllt fir g = «
Proposition: Lokaler Fehler

Sei [|(y(1), y(7)||s < Mfir 0 < t < h, dann gilt

[y = ot || < e
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Bausteine fiir Lady Windermeres Fécher AT

Voraussetzungen

ma s>0,

a —1<a<0,

® Annahme [A] ist erflllt fir g = «
Proposition: Lokaler Fehler

Sei [|(y(1), y(7)||s < Mfir 0 < t < h, dann gilt

llo. s =], < et

Proposition: Stabilitat
Seien |[|y°, ¥°||| < Mund |||(2°, 20)||, < M, dann gilt

o' =@ 2| sa+en||vts-E 2
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥™) — (¥(ta), ()l s_o < C1€%2MnH2+2
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥") — (¥(tn), ¥(tn)) |l s_o < C1€%Mnp2+e

Sei n > 0 und S der trigonometrische Integrator
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥") — (¥(tn), ¥(tn)) |l s_o < C1€%Mnp2+e

Sei n > 0 und S der trigonometrische Integrator

5™ = ) D) o < || SB1577) = S(y(tn1), 3(tn1))

S—ua

+ IS (ta1), y(ta-1)) = (¥ (tn), ¥ (tn)) s
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥") — (¥(tn), ¥(tn)) |l s_o < C1€%Mnp2+e
Sei n > 0 und S der trigonometrische Integrator
5™ = i) D) s < |[SG 51 = Slta1). (ta1)

Stabilitat
+ IS (tn-1), ¥ (tn-1)) = (¥(tn), (1))l 54

lokaler Fehler

S—ua
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥") — (¥(tn), ¥(tn)) |l s_o < C1€%Mnp2+e
Sei n > 0 und S der trigonometrische Integrator
5™ = i) D) s < |[SG 51 = Slta1). (ta1)

Stabilitat
+ IS (tn-1), ¥ (tn-1)) = (¥(tn), (1))l 54

lokaler Fehler

S—ua

Propositionen anwendbar, falls [[|(y"~ ', " ") |||, < 2M
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

i M
Selhghozm

Zeige per Induktion = [|(y", ¥") — (¥(tn), ¥(tn)) |l s_o < C1€%Mnp2+e

Sei n > 0 und S der trigonometrische Integrator

5™ = ) D) o < || SB1577) = S(y(tn1), 3(tn1))

S—ua

Stabilitat
+ IS (tn-1), ¥ (tn-1)) = (¥(tn), (1))l 54

lokaler Fehler

Propositionen anwendbar, falls [[|(y"~ ', " ") |||, < 2M

S H‘(yﬂf‘]'ynf1) ’

s S—uw
< 1y (tnt), 7 (ta1)) oy + Cre%mnp2
<2M.

1 §11’§03 H)(y"’1.y”’1)

IANM, Karlsruher Institut fiir Technologie
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

institut f Technologie.

Frage: 0 < a <17
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

Frage: 0 < a <17
Trick:
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

Frage: 0 < a <17
Trick:
1. Beweise Theorem fir —1 < a < 0:

Iy @yl <M = I(y"5") = (y(ta), 7(tn)ls—o < Ch'**
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

Frage: 0 < a <17
Trick:
1. Beweise Theorem fir —1 < a < 0:

Iy @yl <M = I(y"5") = (y(ta), 7(tn)ls—o < Ch'**

2. Fira = 0 gilt also
™y Mls < 2M

Annahmen [A] fir g = 0 erflllt = numerische Lésung bleibt beschrankt fir
0<t<T.
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

Frage: 0 < a <17
Trick:
1. Beweise Theorem fir —1 < a < 0:

Ny @, yls <M = (|7 — (¥(ta), 7(ta) ||l ¢_y < CA'T*
2. Fira = 0 gilt also
™ yMls < 2M

Annahmen [A] fir g = 0 erflllt = numerische Lésung bleibt beschrankt fir
0<t<T.

3. Beweise Theorem fiir 0 < a < 1 unter der Annahme [A] fir 8 = a und 8 = 0.
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Beweis Konvergenztheorem ﬂ("'

Frage: 0 < a <17
Trick:
1. Beweise Theorem fir —1 < a < 0:

Iy @yl <M = I(y"5") = (y(ta), 7(tn)ls—o < Ch'**

2. Fira = 0 gilt also
™y Mls < 2M

Annahmen [A] fir g = 0 erflllt = numerische Lésung bleibt beschrankt fir
0<t<T.

3. Beweise Theorem fiir 0 < a < 1 unter der Annahme [A] fir § = a und g = 0.

= Beweis der Konvergenz fir —1 < a <1

17 07.10.2015 Simone Buchholz - i IANM, Karlsruher Institut fiir Technologie



Zusammenfassung ﬂ(".

Hier vorgestellt: Fehleranalyse
a gleichmaBig in der Ortsdiskretisierung

a unter Verwendung der speziellen Struktur der Nichtlinearitdt und der Sobolev
R&ume

Referenz: L. Gauckler, Error analysis of trigonometric integrators for
semilinear wave equations, SIAM J. Numer. Anal. 53 (2015), 1082-1106.
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Zusammenfassung

T

institut f Technologie.

Hier vorgestellt: Fehleranalyse
a gleichmaBig in der Ortsdiskretisierung
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