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Motivation ﬂ(".

Geg.: Wellengleichung fir u = u(t, x, y):
U = Uxx + Uyy in [Xo,Xm] X [yo,yn]
mit xm = Xg + mh, yn = yo + nh sowie AB und periodische RB.

Ortsdiskretisierung mit FD liefert Matrix-DGI flr A(t) = (a;(t)). Lose

1
1"
a,-j = ﬁ (a,-,j,1 +ai1;— 43,‘1' + a1+ a,"j+1>,
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Motivation ﬂ(".

Speziell: Probleme mit rAumlich begrenzter Lésung fir alle t € [y, T],
z.B. wandernder GauB-Puls:
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Motivation ﬂ(".

Allgemein: Matrix-Dgl
(A) A1) = F(A1), Alto) = Ao
mit rAumlich begrenzter Loésung fir alle t € [, T].
Fir jedes t < [fy, T| sind nur wenige a; ungleich Null.

Idee: Approximiere Ay durch Matrix Yy mit niederem Rang und lése
anstelle von (A)

(V) Y(t)=6(Y(1), Y(k)="Y,

sodass A(t) ~ Y(t) furalle t € [ty, T] gilt.
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(x) Y =USVT, DGI-System fir U, S, V.
Problem: S~ bei Uberapproximation?
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DLR nach Koch und Lubich
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Notation

m A(t) € R™", differenzierbar, t € [ty, T].

® = [F

a M, ={XeR™":rang X <r}.

m X(t) heiBt Bestapproximation an A(t) in M,
< || X(t) — Al = min fur alle 1.

a Berechnung durch abgeschnittene SWZ.
a |.A. nicht eindeutig (bei mehrfachen SWen).
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DLR nach Koch und Lubich ﬂ(".

m Geg.: A(t) e R™", A(t) = F(A(t)).
® Approximiation:

a Yy e M, Y= Al).

m || Y/(t) = A1) = min fir alle t (wenn A(t) bekannt).

m [[Y'(t)—F(Y(D)l = min firalle t (wenn A'(f) = F(A) ).
a Vorteile:

m Aufwandsersparnis, insbesondere wenn A’(t) diinner besetzt ist als A(t).
u DGl sichert Glattheit von Y(t).

a Anwendung auf DGI ohne Berechnung von A(t).
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DLR nach Koch und Lubich

m Zundchst: A(t) sei bekannt, suche Y (t) mit ||Y — A|| = || X — A]|.

m Beachte: Gute glatte Approximation ist nicht immer méglich, siehe
z.B. Rang-1-Approximation von

A(t)z(et 0 ) t € [=10,10].
0 e
a Methode:
m Zerlegung
Y(t)=UMSHVT(t), UeR™ VeR™ 6 UU=VTV=1.

m Eindeutige Zerlegung durch Bedingungen in TangentialrAumen.
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institut f Technologie.

Tangentialraume
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Tangentialraum

m Differenzierbare Mannigfaltigkeit: M C RY, x € M.

m Tangentialvektor: Ist y: (—¢,¢) — M eine differenzierbare Kurve mit
7(0) = x, dann ist %(O) ein Tangentialvektor an K und M.

Tangentialraum T7xM: Vektorraum aller Tangentialvektoren in x
(lineare Approximation von M in x).

a dim 7yM =dim M.
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Beispiel: S? ﬂ(“l




Stiefel-Mannigfaltigkeit AT

m Stiefel-Mannigfaltigkeit: Vi, = {U € R™" | UTU = I }.

m Tangentialraum: Differentiation von U(t)" U(t) = I, liefert
TuVmr = {0U € R™" | sUTU+ UT6U = 0,}

={6U e R™" | UT6U € so(r)}.
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Beispiel: 7,Vs3 ﬂ(".

Far

cost —sint 0 10 0
Ui(t)=| sint cost 0 |, Ux(t)=| 0 cost —sint |,

0 0 1 0 sint cost

Us(t) analog, gilt U;(t) € Va3 und U;(0) = I. Esist

—sint —cost 0 0 -1 0
6U1(0)=| cost —sint O =1 0 0].
0 0 0 ]t:o 0 0 O

dU4(0), 6U>(0), 6U3(0) bilden eine Basis von 7;V33 = so(r).
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Eindeutige Zerlegung: Y = USVT AT
m Geg.: A(t) e R™".
m Gesucht: Rang-r-Approximation Y(t) € R™*",

Y(H) =USH)VT(t), UeR™ VeR™,6 UU=VIV=

m Y =06USVT + UsSVT + USsVT.

moYeTyM, oUeTyVmr 6SeR™, SVeTyVnr.
a Notwendig:

UT6U e so(r), VTéV eso(r).
mu Eindeutig:

uTsu=o0, VvTsv=o.
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Approximationsproblem ﬂ("'

mu Erinnerung:
Yo e My, Yor Aty): || Y'(t) = A(1)|| = min far alle ¢.
® Gesucht: Y/(t) € Ty M, mit |Y'(t) — A'(t)]| = min.
Aquivalent: Orthogonalprojektion
<Y —A5Y>=0 furalle 6Y € TyM,.
= Y'(t) = P(Y(t)A(t) mit
P(Y)Z = ZPgyr) — Pr(v)ZPr(y1) + Pr(v)Z

(Orthogonalprojektion auf Ty M, ).
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Approximationsproblem ﬂ("'

Zulésen: Y'(t) = P(Y(t))A'(t) mit

—zvwT —uuTzvwT™+uU’z.
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DLR-Splitting nach Lubich und Oseledets




Splitting-Verfahren ﬂ(".

m Im Folgendensei 7=t —ty, AA= A; — Ag = A(ty) — A(ly).
m Y =USVT,

Y = P(Y)A = AVWT —UUTA VT — UUTA.
m Lie-Trotter-Splitting:

(i) Lose Yl/ = A/V/V,T, Yi(fh) = Yo,

(i) Lose Yy =—UyUJAV V] Yy(ty) = Yi(ty),

(i) Lose Yj, = UyULA,  Yu(to) = Yu(ty).

Diese AWPe sind exakt |6sbar!
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Exakte Losung der AWPe
m () Y=AVV], Y(b)=Yo=USoV:

US)' vVl +(us)v'T = Avv]

ist erfullt far
US) =Av, V,’ =0.

Lésung: (UiS))(t1) = UpSp + AAV,, V() = V.
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Exakte Losung der AWPe ﬂ("'

w (i) Y,=-UUJAV,V], Yy(to)=Yi(t):
u,SyV + uySyvil + UuySyvl = —UyUf A vy v
ist erflllt far

=—UJAV,, U,=0 V,=0.

Lésung: Sy(ty) = Sy(ty) — UITAAVO =S/(t) — UITAAVO,

Un(ty) = Ul(ty),  Viu(ty) = Vi(ty) = W.
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Exakte Losung der AWPe ﬂ("'

w (i) Y}, =UgULA,  Yu(t) = Yu(tr):
UpySuVi + Un(Su Vi)' = UnUjLA
ist erfullt far

(ViuSly) =ATUy, Uy =0.

Lésung: (VirSjy) (t1) = (ViuSjy) (o) + AAT Uy,

Un(t) = Uy(t) = Uy(ty).
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Lie-Trotter-Splitting fiir A(t) Aﬂ(“‘
Geg.: A(t) € R™", Rang-r-Approx A(fy) ~ Yo = UpSp V.
Gesucht: Rang-r-Approximation Yy ~ A(t).
Integrator 1. Ordnung, exakt fir bekanntes A(t):
Ki = UpSo + (A1 — Ao) Vo
Reduzierte QR-Zerlegung: U;S; =K, S € R™'
Sy =8 — U{ (A1 — Ag) Vo
Kin := VoSjj + (A1 — Ag) T Uy
Reduzierte QR-Zerlegung :  V4S] = Ky, Sy € R™'

Approximation: Yj := U;S; V1T
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Folgerung 1: Strang-Splitting flr A(t)

Ao = Alt), Arj2 = Allo + 3), A1 = A(lo + 7).
K/ = U()S() + (A1 /2 — Ao) VO
Reduzierte QR-Zerlegung : Uy ,2S; = K],
Si= 81— U{;5(A1/2 — Ao) Vo
T
Kin == VoSjj + (A1 — Ao) Uy 2

Reduzierte QR-Zerlegung: V4 S{ , = Ky, Syj2 € R™'

Svi=Sis2— U{ 5 (A1 — Ay 2) Vi

Kyi = Uy 28y + (A1 — A12) V4
Reduzierte QR-Zerlegung : U;S1 = Ky,
Approximation :  Yq := U; Sy V{
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Ubertragung auf Matrix-DGI A’ = F(A)




Folgerung 2: Lie-Trotter-Splitting fiir Matrix-DGI [T

Geg.: A'(t) = F(A), Rang-r-Approximation A(fy) ~ Yo = UpSoVj .
Gesucht: Rang-r-Approximation Yy ~ A(t).
Approximation: AA = A(t;) — A(ly) ~ TA (ty) = TF(Ag) =~ TF(Yp).
Integrator 1. Ordnung:

K= UySo+ TF(Yo) Vo

Reduzierte QR-Zerlegung: U;S;=K;, S, € R™'

Sy =S/ —TU{ F(Yo) Vo

Kin == VoS] +T(F(Y0)) Uy

Reduzierte QR-Zerlegung :  V4S] = Ky, Sy € R™'

Approximation: Yj:= U; S; V1T
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Folgerung 3: Strang-Splitting fiir Matrix-DGI AT

Implizites Verfahren 2. Ordnung:

,-.]

A1/2 —Ao ~ —F(Yo),

4 N

A1 — A2 = 5F(1),

~
N

Ai — Ag ~ —(F(Y0)+F(Y1)>.

N
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Approximation durch expliziten Algorithmus AT

Berechne \71 ~ A(t;) mit Splitting-Verfahren 1. Ordnung fir Matrix-DGI.

Ein explizites Verfahren 2. Ordnung erhélt man aus

3T T _
A1/2—A0 ~ FF(Y0)+§F(Y1>,

T 31
A —A1/2 ~ gF(Yo) + ?F(Y1)'
T ~
A~ Ao~ 5 (F(Y0) + F(V)).
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Ubertragung auf Dgin 2. Ordnung




Splitting-Verfahren fiir DGI 2. Ordnung AT
m Y =USVT,
Y' = P(Y)A" = A'vWT —UUTA"VVT — UUTA".
m Ansatz 1: Behandlung als System 1. Ordnung.
m Ansatz 2: Lie-Trotter-Splitting fir DGI. 2. Ordnung:

(i) Lose Yl// =A"V, V,T, Yi(fh) = Yo, Y/(fo) = Yé,
(i) Lose V) = —UyUTA"Vu VI Yi(to) = Yi(ty), Y} (to) = Y/(t),
(i) Lose Y= UyURA",  Yy(to) = Yy(ty), Yj,(t) = Yj(t).

19.02.2014
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Beispiele (aus DA Rieger)




Beispiel 1: Molenkamp-Crowley-Test AT

ut(t, x, y) +2myux(t, x, y) — 2rixuy (£, x, y) = 0.
Homogene Dirichlet-RB:

u(t,x,y) =0fdr (x,y) € oQ).
GauB-Puls als AB:
u(0, X, y) = exp ( —10(x — 0.5)2 — 10(y — 0.5)2).
Exakte Lésung:

u(t, x,y) = exp ( —10(x—0.5 cos(27rt))2 —10(y—05 sin(2m‘))2).
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Beispiel 2: Wellengleichung

Ut = Uxx + Uyy in [—7T, 7T] X [—71, 7]

Spezielle Lésung: u(t,x,y) =sin(v2t—x—y)

33 KS 2014, Annweiler Splitting-Verfahren fir I i imati 19.02.2014




	0.0: 
	anm0: 


