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® Anwendung des Mehrskalenverfahrens auf die nichtlineare
Klein-Gordon-Gleichung

2u=wad2u—pu+Au®, a B>0,AER
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® Anwendung des Mehrskalenverfahrens auf die nichtlineare
Klein-Gordon-Gleichung

2u=wad2u—pu+Au®, a B>0,AER
m erhalte eine Approximation an die exakte Lésung
ePnLs = gAei(kx—wt) +eA* e—i(kx—wt)

m Amplitudenfunktion A(¢, ) erfillt die nichtlineare Schrédinger-
Gleichung
doA = iv102A+ ivz |Al? A

m wie groB ist der Fehler dieser Approximation?
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Was ist das Mehrskalenverfahren?
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Was ist das Mehrskalenverfahren?

m Verfahren um den Einfluss von Nichtlinearitaten in
Differentialgleichungen zu analysieren

@ mehrere Skalen in Raum und Zeit
m Die Variablen x, t, Xj .= &x, 1o .= kt, jk=1,2,..., 0<e<T,
werden unabhangig voneinander behandelt

m entwickle die Lésung u(x, t) der gegebenen Differentialgleichung in
eine Potenzreihe so, dass

U(X,t):SZ€nUn(X,X1,X2,...,t,T1,T2,...).

n=0

= “Mehrskalenansatz"
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m setze diesen Ansatz fir u in die gegebene Differentialgleichung ein
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m setze diesen Ansatz fiir u in die gegebene Differentialgleichung ein
m vergleiche die Terme vor jeder Ordnung von ¢
= fohrt auf eine Folge partieller Differentialgleichungen fir die
Un, n:O,1,...
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Das Mehrskalenverfahren

m setze diesen Ansatz fir u in die gegebene Differentialgleichung ein
m vergleiche die Terme vor jeder Ordnung von ¢

= fohrt auf eine Folge partieller Differentialgleichungen fir die
Un, n:O,1,...

m vermeide in diesen DGL sekulare Terme, d.h. Terme die zu
unbeschrénktes Wachstum der Lésung fihren!
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Anwendung auf die nichtlineare AT
Klein-Gordon-Gleichung

m betrachte die nichtlineare Klein-Gordon Gleichung fir x e R, t > 0
2u(x, t) = ad2u(x, t) — Bu(x, t) + Aud(x, 1), a, B>0,A€ER
u(-,0) = o, otu(-,0) = uy
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m betrachte die nichtlineare Klein-Gordon Gleichung fir x e R, t > 0
2u(x, t) = ad2u(x, t) — Bu(x, t) + Aud(x, 1), a, B>0,A€ER
u(-,0) = o, d:u(-,0) = uy

m Mehrskalenansatz mit Skalen ¢, 7y, o, X, X eingesetzt in die
KG-Gleichung ergibt

92Uy — ad2Up + BUy =0

92Uy — ad2Uy + BU;y = — az Soaiot255 = 82
82 82 B 82 82 82 5
tUQ—[X XU2+,BU2—_2mUO T 2U0+Déax1 UO"‘)\U
2 2
—QLU1+287U1

JdT10t 0Xj0x
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Anwendung auf die nichtlineare AT
Klein-Gordon-Gleichung

m Ldsung fur Up von der Form

Up = AXy, 11, )€ L ce,  w(k)=\/ak?+p

m rechte Seite der Gleichung fir U; enthalt damit einen sekularen Term
der Form

(wde A+ akdy, A) e/x—wt
a fordere daher fir A:

0 A= —cox, A c:=u' (k)= ‘Z}—k

= setze
A=A ), =X —ct
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m das Mehrskalenverfahren liefert “NLS Approximation”

epnis(x. 1) = eA(e(x — ct), 21) e 0 1 c.c.
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Anwendung auf die nichtlineare AT
Klein-Gordon-Gleichung
m das Mehrskalenverfahren liefert “NLS Approximation”

epns(x. 1) = eA(e(x — ct), 1) et 4 cc.
m Amplitudenfunktion A(¢, 12) erfillt nichtlineare Schrédinger Gleichung

I A= iv10fA+ivz |AP A 11,12 €R
A(-,0) = Ag
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Eine Fehlerabschatzung ﬂ("'

Theorem (vgl. Theorem 3.1 in [KSM92])

Sei A= A(¢, o) eine Lésung der NLS Gleichung so, dass

g0 A € C([0, T4], L*(R)) mit n+ 1 < 2 und sei Ui == eyy, s die NLS
Approximation von zuvor. Dann gibt es fir jedes Ty < T1 und jedes d > 0
eineg, C > 0 so, dass fir alle e € (0, ¢q) gilt:

Sei u = u(x, t) Lésung der nichtlinearen Klein-Gordon Gleichung so,

dass
I (u(0), dru(0)) — (@(0), 3;(0)) ||y < de®?,

dann erfillt i die Abschétzung

I (u(t). 0ru(t) — (@(t). 0:u(t)) ||y < Ce¥2  Wte [0, To/e)-

1/2
Hierbei ist Y := H'(R) x L2(R) und ||(u, V)| y == (Huuip + Hvufz)
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Fehler der NLS Approximation
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Rechenzeit im Vergleich ﬂ("'

Comparison of CPU times, ¢ = 0.05
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Ein innovatives Splittingverfahren

m betrachte )
d
%= xAz—Bz+A|z]? 2,

z(-,0) = 2z, %z(-,o) = W
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Ein innovatives Splittingverfahren AT

® betrachte )
aa?z:zxAz—ﬁz—i—/\\z\zz,
z(-,0) = 2z, iz(-,O) = W
ot
m mit (A) == (B—aA)"/? setze

u=z—i(A "9z u(-0) =zo—i (A" wp = 1

v=2—i(A) "9z, v(,0)=Z—i(A) W =w
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Ein innovatives Splittingverfahren AT

m betrachte )
d
%= xAz—Bz+A|z]? 2,

z(-,0) = 2z, %z(-,o) = W

m mit (A) == (B—aA)"/? setze

u

z—i(A) " 9z, u(-0) =zo—i (A" wp = 1
v=2—i(A) "9z, v(,0)=Z—i(A) W =w
m esgilt
1

zZ= E(u+V)
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Ein innovatives Splittingverfahren

m dies liefert System von PDEs fiir v und v:

Beu = — (A) u+ 2 (A o+ VP (U4,

8

_ A1 _
oty = —<A>v+§<A> T+ v (@+v),

u(-,0) =up, v(-,0) = vy
= Problem in 2 Subprobleme aufteilen
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m dies liefert System von PDEs fiir v und v:

, A= _ _
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, A — _
v =~ (A) v+ 5 (&) [T+ @+ ),
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= Problem in 2 Subprobleme aufteilen

== (A" u+ VP (u+V),

() { iotu = — (A) u, ()

i0tv = — (A) v,

| > 00| >
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Ein innovatives Splittingverfahren AT

m dies liefert System von PDEs fiir v und v:

, A= _ _
oty = —<A>u+§<A> "u+ VP (u+v),

, A — _
v =~ (A) v+ 5 (&) [T+ @+ ),
u(-,0) = o, v(-,0) = v
= Problem in 2 Subprobleme aufteilen

o =—(A)u, "af“:%<A>f1 lu+7? (u+7v),
<1>{ °

oty = —(A) v, ®

v =3 (NTa+ v (@4 v),

m J;(u+V)=0in(2) = beide Subprobleme exakt I6sbar
m verwende Strang-Splitting zur Zeitintegration

17 19.02. 2014: Patrick Kramer - Das far Kl don- und
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Die numerische Ordnung
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L% Norm- und Energie Erhaltung
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Effizienz des Splittings AT

institut f Technologie.

CPU time - error Plot
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