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Anwendung des Mehrskalenverfahrens auf die nichtlineare
Klein-Gordon-Gleichung

∂2
t u = α∂2

xu− βu + λu3, α, β ≥ 0,λ ∈ R

erhalte eine Approximation an die exakte Lösung

εψNLS := εAei(kx−ωt) + εA∗e−i(kx−ωt)

Amplitudenfunktion A(ξ, σ) erfüllt die nichtlineare Schrödinger-
Gleichung

∂σA = iν1∂2
ξ A + iν2 |A|2 A

wie groß ist der Fehler dieser Approximation?
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Was ist das Mehrskalenverfahren?
Verfahren um den Einfluss von Nichtlinearitäten in
Differentialgleichungen zu analysieren
mehrere Skalen in Raum und Zeit
Die Variablen x, t ,Xj := εjx, τk := εk t , j , k = 1,2, . . . , 0 < ε < 1,
werden unabhängig voneinander behandelt
entwickle die Lösung u(x, t) der gegebenen Differentialgleichung in
eine Potenzreihe so, dass

u(x, t) = ε
∞

∑
n=0

εnUn(x,X1,X2, . . . , t , τ1, τ2, . . . ).

⇒ “Mehrskalenansatz"
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setze diesen Ansatz für u in die gegebene Differentialgleichung ein
vergleiche die Terme vor jeder Ordnung von ε
⇒ führt auf eine Folge partieller Differentialgleichungen für die

Un, n = 0,1, . . .
vermeide in diesen DGL sekuläre Terme, d.h. Terme die zu
unbeschränktes Wachstum der Lösung führen!
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Anwendung auf die nichtlineare
Klein-Gordon-Gleichung
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betrachte die nichtlineare Klein-Gordon Gleichung für x ∈ R, t ≥ 0

∂2
t u(x, t) = α∂2

xu(x, t)− βu(x, t) + λu3(x, t), α, β ≥ 0,λ ∈ R

u(·,0) = u0, ∂tu(·,0) = u1

Mehrskalenansatz mit Skalen t , τ1, τ2, x,X1 eingesetzt in die
KG-Gleichung ergibt

∂2
t U0 − α∂2

xU0 + βU0 =0

∂2
t U1 − α∂2

xU1 + βU1 =− 2
∂2

∂τ1∂t
U0 + 2

∂2

∂X1∂x
U0

∂2
t U2 − α∂2

xU2 + βU2 =− 2
∂2

∂τ2∂t
U0 −

∂2

∂τ1
2 U0 + α

∂2

∂X1
2 U0 + λU3

0

− 2
∂2

∂τ1∂t
U1 + 2

∂2

∂X1∂x
U1
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Lösung für U0 von der Form

U0 = A(X1, τ1, τ2)e
i(kx−ωt) + c.c., ω(k) =

√
αk2 + β

rechte Seite der Gleichung für U1 enthält damit einen sekulären Term
der Form (

ω∂τ1A + αk∂X1
A
)

ei(kx−ωt)

fordere daher für A:

∂τ1A = −c∂X1
A, c := ω′(k) =

αk
ω

⇒ setze
A = A(ξ, τ2), ξ := X1 − cτ1
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das Mehrskalenverfahren liefert “NLS Approximation"

εψNLS(x, t) = εA(ε(x − ct), ε2t)ei(kx−ωt) + c.c.

Amplitudenfunktion A(ξ, τ2) erfüllt nichtlineare Schrödinger Gleichung

∂τ2A = iν1∂2
ξ A + iν2 |A|2 A, ν1, ν2 ∈ R

A(·,0) = A0
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Theorem (vgl. Theorem 3.1 in [KSM92])
Sei A = A(ξ, σ) eine Lösung der NLS Gleichung so, dass
∂n

ξ ∂l
σA ∈ C([0,T1],L2(R)) mit n + l ≤ 2 und sei ũ := εψNLS die NLS

Approximation von zuvor. Dann gibt es für jedes T0 ≤ T1 und jedes d > 0
ein ε0, C > 0 so, dass für alle ε ∈ (0, ε0) gilt:
Sei u = u(x, t) Lösung der nichtlinearen Klein-Gordon Gleichung so,
dass

‖ (u(0), ∂tu(0))− (ũ(0), ∂t ũ(0)) ‖Y ≤ dε3/2,

dann erfüllt ũ die Abschätzung

‖ (u(t), ∂tu(t))− (ũ(t), ∂t ũ(t)) ‖Y ≤ Cε3/2 ∀ t ∈ [0,T0/ε2].

Hierbei ist Y := H1(R)× L2(R) und ‖(u, v)‖Y :=
(
‖u‖2

H1 + ‖v‖2
L2

)1/2
.
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Rechenzeit im Vergleich
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Comparison of CPU times, ε = 0.05

KG splitting, τ = 10−4

NLS splitting, τ̃ = ε2τ
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betrachte
∂2

∂t2 z = α ∆z − βz + λ |z|2 z,

z(·,0) = z0,
∂

∂t
z(·,0) = w0

mit 〈∆〉 := (β− α ∆)1/2 setze

u = z − i 〈∆〉−1 ∂tz, u(·,0) = z0 − i 〈∆〉−1 w0 = u0

v = z − i 〈∆〉−1 ∂tz, v(·,0) = z0 − i 〈∆〉−1 w0 = v0

es gilt

z =
1
2
(u + v)
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dies liefert System von PDEs für u und v :

i∂tu = − 〈∆〉 u +
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

i∂tv = − 〈∆〉 v +
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

u(·,0) = u0, v(·,0) = v0

⇒ Problem in 2 Subprobleme aufteilen

(1)
{

i∂tu = − 〈∆〉 u,
i∂tv = − 〈∆〉 v ,

(2)


i∂tu =

λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

i∂tv =
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

∂t (u + v) = 0 in (2)⇒ beide Subprobleme exakt lösbar
verwende Strang-Splitting zur Zeitintegration
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〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

i∂tv =
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

∂t (u + v) = 0 in (2)⇒ beide Subprobleme exakt lösbar
verwende Strang-Splitting zur Zeitintegration



Ein innovatives Splittingverfahren
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dies liefert System von PDEs für u und v :

i∂tu = − 〈∆〉 u +
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

i∂tv = − 〈∆〉 v +
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

u(·,0) = u0, v(·,0) = v0

⇒ Problem in 2 Subprobleme aufteilen

(1)
{

i∂tu = − 〈∆〉 u,
i∂tv = − 〈∆〉 v ,

(2)


i∂tu =

λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

i∂tv =
λ

8
〈∆〉−1 |u + v |2 (u + v) ,

∂t (u + v) = 0 in (2)⇒ beide Subprobleme exakt lösbar
verwende Strang-Splitting zur Zeitintegration



Die numerische Ordnung
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L2 Norm- und Energie Erhaltung
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Effizienz des Splittings
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