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Zur naherungsweisen Berechnung des Fixpunktes einer

Kontraktion durch ein EinschlieSungsverfahren

Gotz Alefeld und Peter Volkmann

Zusammenfassung. Es wird eine Modifikation eines EinschlieBungsverfahrens
gegeben, mit welchem der Fixpunkt einer Kontraktion F' : IRN — IRM nihe-
rungsweise berechnet werden kann; pro Iterationsschritt wird nun weniger Auf-
wand benoétigt. Die Giite der EinschlieBung wird aber nicht besser, sondern kann
schlechter werden.

1. Vorbereitende Tatsachen. Im IR" sei ||z|| = max{|z!|,...,|z"|}, und z; <
zy bedeute 2f < 2% (k =1,2,..., N). Die Funktion

F:RYN > RY (1)
geniige einer Lipschitzbedingung
1F(z1) = F(z2)l| < k|21 — 25 (2)

Nach Jahn [1] und nach [3], [4] existiert dann

f: RN xRN - RN (3)
mit den Eigenschaften
1/ (y1,21) = f(y2, 22)|| < £max{]lys — g, lz1 — 22}, (4)
f(ylazl) < f(yE:zfl) (yl < Y2, 22 < 21), (5)
f(z,z) = F(). (6)
Es sei noch
k<1, (7)

d. h., die Funktion (1) sei eine Kontraktion. Die Bestimmung einer handlichen
Funktion (3) mit den Eigenschaften (4)-(6) kann im konkreten Falle schwierig
sein; es geht manchmal leichter, wenn man (unter Beibehaltung von (7)) die Zahl

k etwas vergrofert.



Ab jetzt werden (1)-(7) vorausgesetzt, und es seien yo, zo Elemente des RN mit
Yo < 20, Yo < f(¥0, 20), f(20,0) < 20,
d. . (vel. (5)),
Yo < f(y0,20) < f(20,%0) < 20 (8)

(solche yo, zo lassen sich leicht finden). Dann ist bekannt (und es 1d8t sich ohne
weiteres beweisen, vgl. z. B. Kurpel’ und Suvar [2]), daB das Iterationsverfahren

Yn+1 = f(Yns 21)s 2nt1 = f(2n,Yn) (9)

einschliefend gegen den Fixpunkt z¢ von F' konvergiert; insbesondere gilt also
Yo S Ip S Z0- (10)
2. Das modifizierte Verfahren. Es sei ¢ > 0; ferner seien yo, 2o in IR" vorgelegt,

so daB (8) gilt. Wir geben eine Modifikation von (9) an, durch welche a, b in IR

mit den Eigenschaften
a<zo<b |b—a| <e (11)

gefunden werden konnen: Mit f = (f*,..., fV) seien y,, 2, gegeben durch

i = f¥(yny2n) fiir zF—yk>e (12)
" Yn fir zf-yz<e,
- f¥(zn,yn) fir zF—yF>e (13)
wH zk fir 2f—yk<e.
Diese Rekursion werde durchgefiihrt, bis
Ym+1 = Ymy Zm+41 = Zm (14)
eintritt; @ = Yy, b = 2z, erfiillen dann (11). Bedingung (14) gilt sicher fiir
> 111”20—@0”—]116' (15)

—Ink

Beweis. Man betrachte (12), (13) zunachst fiir n = 0. Aus (8), (12) folgt
Yo < y1 < f(yo, 20),

und analog folgt aus (8), (13)
f(20,y0) < 21 < 20.
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Mit (8) wird so

Yo < y1 < f(yo,20) < f(z0,%0) < 21 < 2, (16)

und hieraus ergibt sich mit (5)

1 S f(y(hzo) S f(ylszl) S f(zl& yl) s f(z(]:yﬂ) S 21,

also gilt

v1 < f(y1,21) < f(z1,m1) < 210

Das ist (8) mit y1,2; an Stelle von yo, 29, und entsprechend kann fiir alle n > 0
auf

U & Flthna) & faeth) = 2

geschlossen werden. Analog zu (10) gilt dann y, < 2¢ < z,, und analog zu (16)
erhélt man ¥, < yp41 < 2n41 < 2,,. Insgesamt haben wir

WENS .Sl Snsasa (17)

Aus (12), (13) in Verbindung mit (4) erhalt man

[[2n+1 = Ynt1|| < max{e, £]|zn — yal[},
also gilt fiir alle m > 0 die Abschatzung
[[2m — yml|| < max{e, £™|z0 — yol|}-
Fir m geméf (15) ergibt sich dann
lzm — yml|l <€, (18)
und hieraus folgen mit (12), (13), (17) die Beziehungen
Yo S Lr o U =Yrigt = - 2L oo =2t =%k S X 21 £ 20: (19)

Ist andererseits irgendein m > 0 vorgelegt, mit welchem (14) gilt, so stellt sich
wieder (19) ein, und (18) ist erfiillt (denn ||z, — y.|| < € gilt nach dem vorher
Gesagten sicher fiir grofe n). Wegen (18), (19) gilt also (11) fir a = ym, b= 2zp.

3. Vergleich mit dem Iterationsverfahren (9). Mit (12), (13) ergibt sich also
die Zeile (17):

yoSylfyzﬁ—--<$oﬁ---522leSzo-



Um vergleichen zu kénnen, schreiben wir (9) in der Form
an-l-l == f(gnagn)a er—l = f(ﬂz‘n:gn) (5"0 = Yo, EO = ZO)-
Man erhélt dann

P=YPp<h<pus...€p=<...

IA
a1
IA
yt
IN
2
Il
$

(20)
und es gilt stets

ynS§n<xOS2nSzn-

Somit liefert (20) eine bessere (genauer: nicht schlechtere) EinschlieBung von zq
als (17). Dennoch ist das Verfahren (12), (13) im Vergleich zu (9) attraktiv, da
es weniger (genauer: nicht mehr) Rechenaufwand pro Iterationsschritt erfordert,

ansonsten aber den Fixpunkt ebenfalls monoton einschlieft.
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