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Berechenbare Fehlerschranken fiir ein Eigenpaar unter Einschlu8 von
Rundungsfehlern bei Verwendung des genauen Skalarprodukts

Herrn Worrcaxe Warter, Karlsruhe, zum Sechzigsten Geburtstag am 2. 5. 1987 gewidmet.

In der vorliegenden Arbeit wird, ausgehend von einer Niherung fiir ein Malrizeneigenpaar mil einem algebraisch einfachen
Eigenwert, zundchst eine Einschliefung fiir den Eigenwert und fiir die Komponenten des dazugehirigen Eigenvektors berech-
net. Daran anschliefend wird ein Verfahren eingefihrt, welches es gestattet, diese Schranken (bei rundungsfehlerfreier
Rechnung) beliebig genau zu verbessern. Schlieflich wird diskutiert, wie sich dieses Verfahren bei Beriicksichtiqung von
Rundungsfehlern verhdlt. Dabei setzen wir voraus, daf$ das von U. Kulisch [3] eingefiihrte genaue Skalarprodukt zur Ver-
Sfiigung steht. Zwei numerische Beispiele schlieflen die Arbeit ab.

Let there be given a sufficiently accurate approximation to a real eigenpair of a real malriz, where the eigenvalue is a simple
zero of the characteristic polynomial. Then we construct bounds for the eigenvalue and for the components of the eigenvector.
Furthermore we introduce an ileration method by which these bounds can be made arbitrarily small. Finally we discuss how
this method behaves if all rounding errors are taken into account. For this discussion we assume thal the so-called precise
sealar product which was first introduced by U. Kulisch [3] is available. The paper closes with two numerical examples.

Hexona uz npudauKeHNA I BellleCTBeHHO3HAYHOM Maphl cOGCTBEHHLIX pelleHuil BellecTBeHHOI MaTPHILL
¢ aarefpanvecKko MPOCTEIM cOOCTBEHHBIM 3HAYEHHUAM B HACTOAIICH cTaTell cmepBa BEIMHCIAETCA BKIWYEHNE
ST CODCTBEHHOTO 3HAYEHHA W JUIA KOMIIOHEHTOB COOTBETCTBYIONIEro coOCcTBeHHOTO BeKTopa. Kpome Toro
BBOUTCA MeTO]] HTepPAli I03BOJAKIMNI YIYININTE 3TH IPAaHH Ha a0y To4HoCTh. Ha KoHel o0cy:-
aaercd, Kak 9TOT MeToJ padoTaer, ecliH NPUHHMAIOTCA B pacueT Bee NMorpemrHocTH oxpyraenud. Ilpn atom
MpPedIoiIaraercs, 9T0 BO3MOKHO PAcnoaratk BBefeHHEIM ¥ . Hynumonm B [3] cKajdApHBEIM IPON3BeleHNeM.
CraThs 3aKAHUIBACT ¢ JBYMSA UHCICHHBIM [IPHMEPOM.

0. Einleitung

Wir betrachten die Aufgabe, ausgehend von einer reellen Niherung 2 fiir einen einfachen reellen Eigenwert und ei-
nem reellen Niherungsvektor z fiir den dazugehérigen Eigenvektor einer reellen (n,n)-Matrix, Fehlerschranken zu
berechnen. Diese Aufgabenstellung wurde in der Vergangenheit wiederholt betrachtet, zuletzt z. B. von S. Rume [5],
H.J.Symyund J. H. WiLkINsoN [6] und T. Yamamoro [8]. In [5] und [6] wird auch auf die beim praktischen Rechnen
entstehenden Rundungsfehler eingegangen. Wihrend in [6] eine qualitative Diskussion der Rundungsfehler durch-
gefiihrt wird, werden in [5] Schranken unter EinschluB} aller Rundungsfehler berechnet.

In dieser Arbeit wird zunichst in Abschnitt 1 wie in [6] ein nichtlineares Gleichungssystem mit » Gleichungen
und » Unbekannten aufgestellt, dessen (exakte) Auflésung mit der Bestimmung eines Eigenpaares dquivalent ist.
(Im Gegensatz dazu wurde in [5] ein nichtlineares Gleichungssystem mit n 4+ 1 Unbekannten und n + 1 Gleichun-
gen aufgeldst.)

Daran anschliebend wird gezeigt, dal man mit hinreichend guten Néherungen A4 und x den Eigenwert und die
Komponenten des Eigenvektors in Schranken einschliefen kann (Satz 2). Beginnend mit dieser EinschlieBung kann
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man Folgen von Intervallvektoren berechnen, welche das Eigenpaar fortwihrend einschliefen und (theoretisch,
d. h. bei rundungsfehlerfreier Rechnung) gegen dieses konvergieren.

SchlieBlich wird in Abschnitt 2 eine genaue Untersuchung des vorgeschlagenen Verfahrens angegeben, wenn
es auf einer Rechneranlage unter Verwendung eines Gleitpunktzahlensystems durchgefithrt wird. Dabei setzen wir
voraus, da — wie von U. KuLiscH vorgeschlagen (siehe [3] und [4]) — Skalarprodukte mit maximaler Genauigkeit
berechnet werden kénnen, wie dies z. B. in der Programmiersprache PASCAL SC mdéglich ist. Diese Programmier-
sprache steht heute auf zahlreichen Kleinrechnern, das genaue Skalarprodukt auf allen IBM-Anlagen zur Verfiigung.

Im letzten Abschnitt geben wir zwei numerische Beispiele an.

1. Berechnung von Sehranken fiir ein Eigenpaar und ihre iterative Verbesserung

Gegeben sei die reelle Matrix A, 2 und « seien reelle Niherungen fiir einen reellen einfachen Eigenwert A + p und
einen dazugehdrigen reellen Eigenvektor @ + ¥, so dall also

Ad-@+9) =A@ +p) -+ (h
gilt. 2 und z kénnen z. B. mit einem der zahlreichen bekannten Nidherungsverfahren berechnet worden sein. Siehe
etwa [7]. Es sei mit = (=)

lellw = |2 >0, (2)
wobei wir, falls es mehrere Indizes gibt, fiir welche die Unendlichnorm angenommen wird, z. B. s als den kleinsten
solchen Index wihlen kénnen.

Da der Eigenvektor z 4 y zunéichst nicht eindeutig festgelegt ist, kinnen wir die s-te Komponente vony = (i)
gleich Null setzen (Normierung von @ -+ ¥):

gs =0. (3)
Die Gleichung (1) kann geschrieben werden als

(A —2D)§ —pw = (A — Ay + pij - (4)
Fiihren wir nun einen Vektor y = (y;) ¢ R" ein durch

yi:'lg"’ 5#8, (5)

[Iu : t=3s

so kann unter Beachtung von (3) die Gleichung (4) geschrieben werden als

By=r+y-§ (6)
mit dem Residuenvektor

r=A — Az (7)
und der Matrix B

B= ({4 —ADy «.; (4 —2AD)y—y; =2, (A —ADpp1 5 o5 (A = XI)s) . (8)

Die Matrix B entsteht aus A — I, in dem die s-te Spalte durch —x ersetzt wird und alle anderen Spalten beibehal-
ten werden.

Die Umformung von (1) in (6) mit der Normierung (3) wurde bereits in [6] durchgefiihrt.

Fiir hinreichend gute Niherungen 7 und # ist die Matrix B nichtsinguliir. Dies ist aus Stetigkeitsgriinden eine
Folge aus der in [6] bewiesenen Aussage:

Satz 1: Es sei (4, z) ein (exaktes) Eigenpaar von A. ) sei einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms.
Dann ist die Matriz B, die aus 4 — AI dadurch entsteht, dafp man die s-te Spalte (wobei s durch (3) definiert ist) durch
den Vektor —x ersetzt, nichtsinguliir.

Die Gleichung (6) ist der Ausgangspunkt fiir die Berechnung von gesicherten Schranken fiir 7 und g und damit
fiir das Eigenpaar (A + p, z + ¥).

Wir setzen voraus, daB A und  so gute Niherungen sind, dafi B nichtsingulir ist. L sei eine Niherung fiir die
Inverse von B oder die exakte Inverse. Dann kann die Gleichung (6) geschrieben werden als

y=1Lr+(I —LB)y + L(y:-¥) . %
Wir bestimmen nun einen Intervallvektor [¢] = ([y];), fiir welchen
Lr + (I — LB)y + L(y - 9) € [y] | (19)

fiir alle y € [y] gilt. Aufgrund des Brouwerschen Fixpunktsatzes besitzt die Gleichung (9) dann (mindestens) einen
Fixpunkt y* in [y].
Zur Bestimmung eines Intervallvektors [y], fiir welchen (10) gilt, machen wir den Ansatz
[y]1=[—B.B]-e, (11)
wobei 0 << fe R, e = (1,..., 1)T ¢ R". Wir setzen aufierdem

[ﬂ=@mnm[%={m“ =,
0, t=7s
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Aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1], Chapter 1, Theorem 5) gilt fiir ¢ [y]
Lr + (I — LB)y + L(y, - §) €[]
mit [w] := Lr + (I — LB) [y] + L([y]s - [#]). Daher gilt (10) sicherlich dann, wenn
_ [w] = Lr + (I — LB) [y] + L([y]); - [¥]) < [y] (13)
gt Es gilt (13) genau dann, wenn fiir die Mittelpunkte m[w] und m[y] bzw. die Durchmesser d[w] und d[y] von
[w] und [y] die Ungleichung
|m[w] — m[y]l + ¢ d[w] = 5 d[y] (14)
gilt. Zur Definition von m und d sowie zu Rechenregeln dafiir siehe [1], Chapter 10.
Fiir [y] nach (11) gilt

mly] = 0. (15)
AnBerdem ist

m[w] = Lr . (16)
Mit & = (&), & = «{(1} : f‘j erhilt man

dw] = d(Lr + (I — LB) [y] + L([y): [#])) = 2611 — LBl e + 26°|L| €. (17)

Mit (15), (16) und (17) gilt (14) genau dann, wenn
|Lr| + BII — LBje + f*|L| € < fe
gilt. Diese Ungleichung ist sicherlich dann erfiillt, wenn § so gewéhlt wird, dal}

|Lr| + BII — LB|e + L] e =< fe (18)
gilt. Wir setzen nun
0=Illrlle, #=|I—-LBllo, !=]|Lllo, (19), (20), (21)

wobei der Index oo die Unendlichvektor- bzw. Unendlichmatrixnorm bczemhnct Dann gilt (18) sicherlich dann,
wenn f§ so gewihlt wird, dal o + fx + 3% < f, d. h. wenn

g (=) - N D (22)
gilt. Die quadratische Gleichung
B+ -1 +o=0

hat unter den Voraussetzungen x << 1, (¢ — 1) — 4ol = 0 die positiven Nullstellen

TR i i 57 % 98
ﬁ 1z Bl ( 3)
Somit haben wir den Beweis fiir den folgenden

Satz 2: Es seien g, x, l nach (19), (20), (21) definiert. Weiter sei % << 1 und (1 — %)* — 4pl = 0. Wird dann
b€ B Bsl gewa,hlt wobei f, und B, ﬁ1 = ﬁz, durch (23) definiert sind, so hat die Gleichung (9) (mindestens) einen Fix-
punkt y* im Intervallvektor [y] = ([y]:) mit [y]: = [~ﬁ, Bl

Ein Fixpunkt der Gleichung (9) ist sicherlich eine Losung von (6), wenn L nichtsinguldr ist. Unter der V orausv
setzung » << 1 von Satz 2 ist dies stets der Fall, da wegen ||I — LB||o = » < 1die Inverse vonl — (I — LB) =
existiert.

Wir betrachten nun das Iterationsverfahren

WP =[-4Ble, ' =gy, k=012 ., (24)

g(ly) = Lr + (I — LB) [y] + L~ ([y)s - [¥]) - (25)
Es gelten die folgenden Aussagen.

Satz 3: Es sei x << 1, (x — 1)* — 40l > 0, und f,, B, seien durch (23) definiert. Geniigt dann B (in (24)) der Un-
by + B
2

wobei

gleichung f, < f << , 80 liefert (24) eine Folge von Intervallvektoren {[y)F}iLo mit

yreylF, £=0,12..; wnd lm[yf=y*. (26); (27)

Dabei ist y* der eindeutige Fizpunkt der Gleichung (9) in [y]°.

Beweis: Nach Satz 2 gibt es (mindestens) einen Fixpunkt y* € [y]° der Gleichung (9). Ist y* ¢ [y]*, was fiir
k = 0 der Fall ist, so folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1], Chapter 1, Theorem 5)

y*=Lr + (I —LBYy* + L- (yi5*) e Lr + (I — LB)[yl* + L - ([yJ [#T") = [y}+".
Also gilt (26). '

11*
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Im Beweis von Satz 2 haben wir bereits gezeigt, daB [y]* = g([y]°) S [y]° gilt. Es gelte [y]° 2 [y]' D ... 2
2 [y]*-1 o [y], was fir & = 1 gilt. Dann folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1], Chapter 1, Theo-
rem 5)
[yI* = gyl 2 9([¥])) = [yF+.
Die Folge {[y]*}iZo bildet daher eine ineinander geschachtelte Folge von Intervallvektoren. Es gibt somit einen
Intervallvektor [y]*, fiir welchen lim [y]¥ = [y]* gilt. Wir zeigen, daB d[y]* = 0 gilt. Wegen y* € [y]* folgt dann die
E—+co
Behauptung (27) sowie die Eindeutigkeit von y* in [y]°.
Wir verwenden die Bezeichnung
dr = |1d[y]"]]
und beriicksichtigen, daB fiir zwei reelle Intervalle [a], [b] die Ungleichung
d([a] - [6]) = I[a]l - d[b] + d[a] - |[D]I
gilt. Siehe dazu [1], Chapter 2, Theorem 9. Dann erhilt man aus (24) und (25)
dlyl**! = |I — LB| d[y}* + |L| - d([y]} - [¥]")
= I — LBl d[y]* + L] - {d[y]§ - |[#]"] + I[¥]5l - A7}
= —LB|dly]* + Ll -{de-p-e+f-di-e}
=di(|I — LB| 4 28|L]) - e.
Aus dieser Ungleichung folgt mit der Definition von » und [ die Ungleichung
dii1 =< (2 4 280 dy . (28)

9 1 M. . )
Wegen f < ﬁ% = -—--Ql—f ist % - 261 << 1. Damit folgt dann aus (28) d[y]* = lim d[y]* = 0.
k—-oco

2. Rundungsfehleranalysis

Um die nachfolgenden Ausfithrungen verstindlicher zu machen, beginnen wir mit einigen allgemeinen Bemerkun-
gen:
1. Fiir eine beliebige reelle nichtsingulire Matrix B und einen Intervallvektor [z] gilt aufgrund der Eigen-
schaften der Intervallrechnung
{B1.-z|ze[z]} € B [z]. (29)
Es bezeichne IGA(B, [z]) einen Intervallvektor — auch bei rundungsfehlerfreier Rechnung ist IGA(B, [z]) nicht
eindeutig, sondern hingt vonder Art der Pivotisierung ab —, den man erhilt, wenn man das GauBische Eliminations-

verfahren mit B als Koeffizientenmatrix und [z] als rechter Seite durchfiihrt (siehe etwa [1], Chapter 15 fiir Einzel-
heiten). Dann gilt ebenfalls

{B1l:-z]|ze¢[z]} = IGA(B, [z]) . (30)
In [2], Lemma 1, wurde gezeigt, dal stets
B-1.[z] € IGA(B, [z]) (31)

gilt, wobeii. allg. die echte Inklusion besteht. Die Berechnung von B-1- [z] erfordert fiir grofes n ungefihr den drei-
fachen Aufwand im Vergleich zur Berechnung von IGA(B, [z]). Andererseits zeigt (31), daf die Menge { B! - z|z€ [z]}
durch B-1. [z] gewohnlich besser eingeschlossen wird als durch IGA(B, [z]).

2. Wenn wir nun L := B~1in (25) wihlen, so erhalten wir, da B! eine Punktmatrix ist und somit das Distribu-
tivgesetz gilt

g(ly) = B'r + B[yl [4]) = B~ + [y): [¥]) -
Wegen (31) erhalten wir mit [z] := r + [y]; [§] dann
glyl = B~ - [z2] < IGA(B, [z]).

Anders ausgedriickt: Die EinschlieBung (13), welche die Existenz eines Fixpunktes garantiert, gilt sicherlich fiir
gly]l = BXr + [y]s [#]), falls sie fiir IGA(B, r + [y]s [¥]) gilt. Durch vollstindige Induktion kénnen wir aulerdem
mit (31) zeigen, daB fiir einen nach Satz 1.3 bestimmten Intervallvektor [y]° = [ —f, f] e das unter Verwendung des
GauBschen Algorithmus durchgefiihrte Verfahren

WP =1[-F.Ble, [yF =IGA(B,r + [y} [#]) (32)

in jedem Schritt eine im Sinne der Inklusion grobere EinschlieBung von y* liefert, als Verfahren (24), (25). Da wir
daran interessiert sind, ¥* durch méglichst wenige Schritte méglichst gut einzuschliefien, verwenden wir das Itera-
tionsverfahren (24), (25) (anstelle von (32), welches vom Aufwand her giinstiger ist, dafiir aber aufgrund der voran-
gehenden Bemerkungen gewdhnlich grobere EinschlieBungen liefert).

Wir untersuchen nun, wie sich das Verfahren (24), (25) verhilt, wenn es auf einer Rechenanlage unter Ver-

wendung eines Gleitpunktzahlensystems durchgefiihrt wird.
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Es sei b > 1 die Basis des Zahlensystems, und ¢, sei die Mantissenlinge einer einfach genauen Gleitpunktzahl.
Fiir die nachfolgende Diskussion machen wir die folgenden Annahmen (a) bis (¢):
(a) Fiir zwei Maschinenintervalle [a] und [b] gilt

fUlla] = [b]) = [(1 — &) ([a] * [b]), (1 + &) ([a] * [6]),] (33)
WObei > E {“F: G X: Jlr} )
[a] % [b] = [([a] * [b])y, ([a] * [bDe] .l l&o = & = B15.
fI(.) bezeichnet das Ergebnis einer Maschinenintervalloperation. (33) besagt, da8 die untere Schranke ([a] * [b]), des
exakten Krgebnisses nach unten zur nichsten Maschinenzahl gerundet wird (falls iiberhaupt gerundet werden
muf). Das Analoge gilt fiir die obere Schranke. Man beachte, daB (33) und auch die nachfolgende Gleichung (34) im
Unterlaufbereich nicht gelten kénnen.
(b) Wir setzen voraus, daff das von U. KuriscH eingefiihrte sogenannte genaue Skalarprodukt zur Verfiigung
steht. (Siehe dazu [3], [4]):
Fiir zwei Intervallvektoren [z] = ([z]:) und [y] = ([y];), die Maschinenintervalle als Komponenten haben, gilt

A el 1) = [0 — &) oy (1 + 2 aal, (34)

1
n
wobei 3 [z]; - [y]: = [0y, 0,] das exakte Skalarprodukt ist und |g,|, |, = b ~% gilt. Siehe dazu die Bemerkungen im
i=1

Anschluf an (33).

Im Normalfall ist die Genauigkeit des sogenannten genauen Skalarproduktes vergleichbar mit der doppelt
genauen Akkumulation der doppelt langen Produkte einfach langer Gleitpunktintervalle und anschlieBender Run-
dung auf einfache Genauigkeit. Falls jedoch starke Ausléschung auftritt (was gewdhnliche bei der Berechnung von
Residuen der Fall ist), so ist die Genauigkeit wesentlich hoher. Aus (34) folgt

n n
(3 []: - [y]:) E_Zl [2]: - [y): + &[—1, 1]- I'Z1 [=]: - [¥]il (35)
L = i=
mit g = bl 4,
(c) Wir setzen voraus, daB die gegebene Matrix 4 exakt auf der Maschine darstellbar ist. Das gleiche gelte
fiir die Ndherungen A und z. Wir erhalten die Matrix B in (18) aus 4, indem wir A von den Diagonalelementen
subtrahieren und die s-te Spalte durch —=z ersetzen. Die auf der Maschine — im Folgenden bedeuten iiberstrichene

GréBenimmer auf der Maschine exakt dargestellte Vektoren, Matrizen, Intervallvektoren etc. — berechnete Matrix B
unterscheidet sich daher von B héchstens in den Diagonalelementen. Wir setzen weiter voraus, dafl eine auf der

Maschine darstellbare Intervallmatrix [ B] bekannt ist, mit

Be[BIlc B L& [=1,1] | B Y 4 [=1,1)-E. (36)

a

I
-

wobei & = b1=% ist. Wenn B-! beziiglich kleiner Anderungen in der Diagonale von B gut konditioniert ist, so ist &
eine (nichtnegative) Maschinenmatrix mit kleinen Elementen. Falls sogar B = B gilt, so ist B = 0. (36) besagt

dann, daB die Inverse von Bauf der Maschine in eine Intervallmatrix [ BI] eingeschlossen ist, deren Elemente Schran-
ken besitzen, die sich um hochstens zwei benachbarte Maschinenzahlen unterscheiden. Unter Verwendung des ge-
nauen Skalarproduktes kann eine solch enge EinschlieBung der Inversen auch fiir beziiglich Inversion schlecht

konditionierte Matrizen B berechnet werden. Siehe dazu [5]. Falls B nicht exakt darstellbar ist (B s B), dann
kann man unter Verwendung des genauen Skalarproduktes eine Intervallmatrix [ BI] berechnen, fiir die (36) mit
[1E|| =~ e ||B~Y| - |[|Dsll, &€ = b4, gilt. Dp bezeichnet dabei die Diagonale von B. Siehe [5].

Wir bezeichnen mit [y]* die mit dem Verfahren (24), (25) tatsichlich berechneten Iterierten. Wir setzen auBer-

dem R

[2): =7 + [y [v),
wobei ,,~* die gleiche Bedeutung wie in Abschnitt 1 hat. [z]* wird komponentenweise unter Verwendung des ge-
nauen Skalarproduktes berechnet. Dabei werden wegen r = Az — Az Skalarprodukte mit Intervallvektoren der

Linge n 4 2 berechnet. [y]+! wird durch
[vF+ = AU{BIT- 1Y
berechnet. Die rechte Seite wird wiederum durch Verwendung des genauen Skalarproduktes berechnet. Wegen (35)
gilt e
EIF S EF +d—11]- 1214 -
Mit (35) und (36) folgt daher fiir die tatsichlich berechneten Iterierten
[+t = ([ BI]- [2]) < B
S (B! + e[—1,1}-|BY + [—L1]- B) - (i + e[ -1, 1] - [[Z)) =
S (B +e[—L1]-|BY +[—1,1]- B) (BF + e[—1,1]- [2]}) +
+e-[—1,1] [B+&-[—1,1]-|BY + [—1,1]- B| |[zT* + - [—1, 1] - |[z]H| =
S B EF + [~ 1]- (3 + 362 4 6 - [ BY - [[£] +
+[-L1)-e- (A +e)-E- | +[-L1-(1+e)-E-|[Z].
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Damit erhilt man fiir die Durchmesser der tatsichlich berechneten Iterierten [y]¢+!
Ayt < |BY - dZ)F + 2(3e + 36> + &%) - B - |[Z]] + 2(1 +&)*- E - |[2]1] -
Wir setzen jetzt (ohne wesentliche Einschrinkung) voraus, dafl der nach Satz 3 berechnete Intervallvektor

[y]® = [—p,, f1] e auf der Maschine exakt darstellbar ist. Es gilt also dann [y]° = [¢])°. (Falls dies nicht der Fall ist,
so geniigt es, bei der Berechnung von f; nach (23) alle Rechenoperationen ,,nach oben* zu runden.) Durc}} Durch-
schnittsbildung im Verfahren (24), (25) nach jedem Tterationsschritt kann man erreichen, daf} alle Tterierten in

[¥]° = [y]° liegen. Dann erhalten wir mit

de=ldyMle, O=281=1—}1—4<1,

e=bl"4, &=||Bllw,

5=2(3+3+ &) 1B Yo 2P0, & =201 + &) I[Z]}e0
die Ungleichung

dry1<08dy +e-8+2-5. (37)
Fiir die Herleitung von (37) bemerken wir nur, daB vollstindig analog wie beim Beweis von Satz 1.3

B AEF < de-2- - 1B - e
folgt.

Mit 7 = es + & bekommen wir aus (37) durch vollstindige Induktion

Gpp1 S F+1dy + (8 4 &-14 .. + 6+ 1)z
und daher
£s + &

1—-6 °

Diese Ungleichung kann man folgendermaflen interpretieren: Da 6 << 1 vorausgesetzt ist, geht der erste Summand
fiir & — oo gegen Null. Die auf der Maschine erzielbare Genauigkeit wird daher durch den zweiten Summanden be-
stimmt. Fiir hinreichend gute Naherungen A und 2 und falls || B~|| nicht zu groB ist, ist § << 1 (siehe dazu die
Definition von § in Abhingigkeit von g und I). Daher ist fiir solche Startwerte der Nenner des zweiten Summanden
nicht wesentlich kleiner als Eins. Unter den gleichen Voraussetzungen besitzt auch |[z]°| kleine Komponenten. Falls
die Inverse von B gut konditioniert ist beziiglich Anderungen in der Diagonale von B, welche relativ die GréBen-
ordnung von & = b'~% besitzen, so ist auch z klein. Unter den genannten Voraussetzungen erhilt man daher kleine

Durchmesser fiir den auf der Maschine berechneten Intervallvektor.
Diese Diskussion erfordert zwei Bemerkungen.

Ek%—l é ék“é,; —+ ﬁ oder Ek+1 _ﬁ_ 6“130 4=

(I) Die Annahme, daf || B-1|| klein, oder genauer, nicht zu grof ist, macht nur Sinn, wenn || B]| » einen festen
Wert besitzt, z. B. || Bl = 1. Andernfalls kann man fiir || B71|| - jeden positiven Wert dadurch erreichen, daf} man
B mit einem geeigneten Faktor multipliziert.

(IT) Wegen
B =B —Dp+ (I +diagles))-Dp, led<e=0bl"4, 1<i<n,
gilt B= B + Dp- diag(e;) und daher
B1=(I + B Dp-diag(es))? - B-1.

Ist daher || B-1|| « nicht zu groB, so ist B! beziiglich kleiner Anderungen in der Diagonale von B gut konditioniert.
Zusammenfassend haben wir somit das folgende

Ergebnis: Fiir hinreichend gute Nitherungen i und z fiir ein Eigenpaar und fiir || Bl = 1 kann man bei nicht
zu groflem || B~ mit Hilfe des Verfahrens (24), (25) einen Intervallvektor auf der Maschine berechnen, dessen Schran-
ken den Fizpunkt y* von (9) (und damit das Eigenpaar) eng einschliefen.

3. Numerische Beispiele

a) Wir betrachten die unsymmetrische (5,5)-Matrix

15 11 6 —9 —15

1 39 -3 -8

A= 7 6 6 —3 —11
7 7 5 -3 -1

17 12 5 —10 —16

Siehe [9], Beispiel 5.11. Sie besitzt den (algebraisch) einfachen Eigenwert 2 = —1 mit
(13, 22, 19, 16, 28)T
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e
als (einen) dazugehorigen Eigenvektor. Die anderen Eigenpaare sind in [9] angegeben. Als Naherung fiir  wihlen
wir —0.99999999, als Naherung fiir den Eigenvektor

(13.000001, 21.999999, 18.999999, 16.000001, 27.999999)T .
Nach dem Einlesen dieser Niherungen wird die Niherung fiir den Eigenvektor auf Unendlichnorm Eins normiert.
Dies ergibt den Vektor ;

'0.464 285766582
0.785714278061
0.678571417092
0.571428627551
1

der als Niherung fiir den Eigenvektor auf der Maschine exakt vorliegt. (Der verwendete Computer rechnet im
Dezimalsystem. Siehe unten.) Mit diesem Vektor und der obigen Eigenwertniherung ergibt sich fiir #; nach (23)
fp = 0.561224459410 x 1077,

Nach einem Iterationsschritt mit dem Verfahren (24), (25) erhalten wir die folgenden EinschlieBungen fiir den Ei-
St [—1.00000000001; —0.999999999999]
bzw. fiir die Komponenten des Eigenvektors:
[0.464285714285; 0.464285714286]
[0.785714285714; 0.785714285715]
[0.678571428571; 0.678571428572]
[0.571428571428; 0.571428571429]
[1; 1 )
Zum Vergleich geben wir noch die Ergebnisse an, die man erhilt, wenn man das Gleichungssystem (6) iterativ,
d. h. durch ,,normale Gleitpunktrechnung* nach der Vorschrift
ByF+1 = ¢ 1 yf5 E=0;,12wq WrEeBY,
lI6st. Mit den gleichen Naherungen fiir den Eigenwert bzw. fiir die Komponenten des dazugehérigen Eigenvektors
erhilt man nach einem Tterationsschritt als Ndherung fiir den Eigenwert
—0.100000004231 x 10t
und fiir die Komponenten des Eigenvektors

0.464285714273
0.785714 285723
0.678571428573
0.571428571406
1
Diese Werte verindern sich in den nachfolgenden Schritten nicht mehr. Mit den exakten Werten (welche durch die
oben berechneten Intervalle eingeschlossen sind) stimmen nur acht bis elf Ziffern in der Mantisse iiberein.
b) Wir betrachten die unsymmetrische (5,5)-Matrix
—4 -9 6 4 2
-9 —4 -3 -2 1
A= | -2 =2 0 —1 -1
3 3 3 5 3
-9 -9 -9 -9 4
aus [8]. Sie besitzt die Eigenwerte 2, = 5,4, =, = 2,4, =1 4 i )2, 0, =1 — iV'?_f. Ein auf Euklidische Linge
Eins normierter zu 4, = 5 gehériger Eigenvektor ist

1
2" = — (1, —1,0,0,0).

Vz
Wir wihlen als Naherung fiir den Eigenwert 2, die Zahl

4.9999957
und als Niherung fiir den dazugehérigen Eigenvektor den Vektor

—9.99998981767 x 10-1)
1
5.47590924319 x 1077
—4.70632109158 x 107
—7.18545785060 x 10-7/
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*Damit erhalten wir fiir f, nach (23)
f, = 4.30004575967 x 1076,

Nach 3 Tterationsschritten mit dem Verfahren (24), (25) erhalten wir die folgenden Einschliefungen fiir den Eigen-
wert:

[4.99999999999; 5.00000000001]
bzw. fiir die Komponenten des Eigenvektors:
[—1.00000000001; —9.99999999999 x 1071]

[ i3 1]

[—5.0 x 10718, 6.0 x 10718].
[—5.0 x 10-18; 6.0 % 10-18]
[—1.3 x 10717, 7.0 x 10-18],

Tm Gegensatz zu Beispiel a), in welchem sich die Mantissen der oberen und unteren Schranken jeweils nur um
eine Einheit der letzten Stelle unterscheiden, ist dies fiir die drei letzten Komponenten der Eigenvektoreinschlie-
Bung in Beispiel b) nicht der Fall. (Hier stimmen nicht einmal die Vorzeichen iiberein). Dies ist insofern nicht ver-
wunderlich, als die exakten Werte dieser Komponenten gleich Null sind und im Unterlaufbereich die Voraussetzun-
gen (33) und (34) im allgemeinen nicht gelten.

In den Fillen, in welchen wie in diesem Beispiel ein mit endlich vielen Schritten nach (24), (25) berechneter
Intervallvektor [y] = ([y]:) in (mindestens) einer Komponente die Null enthilt (Unterlaufbereich !) kann man haufig
die Schranken noch durch folgenden einfachen Trick wesentlich verbessern: Man bildet den reellen Vektor z = (z;)

mit
B 0 falls 0c¢ [y
"7 \m[y]: sonst.

Dabei bezeichnet m[y]: den Mittelpunkt des Intervalles [y];. Mit diesem Vektor z wird nun mit [z]° := z anstelle von
(24) das Verfahren

[P =g(z]) v [T, k=0,1,...,

durchgefiihrt. Dabei bezeichnet ,,u die konvexe Vereinigung der Intervallvektoren g([z]*) und [z]*. Man erhilt so
eine Folge {[z]*}§>, von Intervallvektoren mit

PSS ... C [ S [P ..

Aufgrund der Teilmengeneigenschaft liegen alle [2]* in [y]° = [—f,, B,] e. Daher muB es einen Index k& geben mit
[z]F = [z]¥*!. Beginnend mit [¥]° = [z]* wird dann (der zweite Teil von) (24) durchgefiihrt. Sehr hiufig ist k = 0
oder k = 1.

In unserem Beispiel erhidlt man (auf der Maschine exakt) z = (—1, 1,0, 0, 0)T, und nach einem Schritt des
beschriebenen Vorgehens erhélt man eine EinschlieBung, fiir welche in allen Komponenten die Mantissen der Ober-
und Unterschranken iibereinstimmen, also das exakte Eigenpaar.

Die Beispiele wurden auf einem ITBM-PC gerechnet. In PASCAL SC stehen dabei fiir Gleitpunktzahlen 12
Dezimalstellen in der Mantisse zur Verfiigung.
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