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Berechenbare Fehlerschranken für ein Eigenpaar unter Einschluß von
Rundungsfehlern bei Verwendung des genauen Skalarprodukts
Herrn WOLFGANGW ALTER, Karlsruhe, zum Sechzigsten Geburtstag am 2. 5.1987 gewidmet.

In der vorliegenden Arbeit wird, ausgehend von einer Näherung für ein .flIatrizeneigenpaar mit einem a.lgebmisch einfachen
Eigenwert, zunächst eine Einschließung für den Eigenwert und für die Komponenten des dazugehörigen Eigenvektors berech-
net. Daran anschließend wird e'in Verfahren eingeführt, welches es gestattet, diese Schranken (bei 1'Undungsfehlerfreier
Rechnung) beliebig genau zu verbessern. Schließlich wird diskutiert, wie sich dieses Verfahren bei Berücksichtigung von
Rundungsfehlern verhält. Dabei setzen wir voraus, daß das von U. K ulisch [3J eingeführte genaue Skalarprodukt zur Vel'.
fiigung steht. Zwei numel'ische Beispiele schließen die Arbeit ab.

Let there be given a sufficiently accurate approximation to areal eigenpair of a rea.lmatrix, where the eigenvalue is a simple
zero of the characteristic polynomial. Then we construct bounds for the eigenvalue and fo'r the components 01 the eigenvector.
Furthermo1'e we introduce an iteration method by which these bounds can be made arbitrarily small. Finally we discuss how
this method behaves if all rounding errors are taken into account. For this discussion we assume that the so-called precise
scalar product which was first int1'Oduced by U. K ulisch [3J is available. The paper closes with two numerical examples.

MCXO)];H H3 npHO.JIHmeHHH )];.JIJIBew;ecTBeHH03HaQHOH naphl COOCTBeHHbIX pemeHHH Bew;eCTBeHHOH MaTpHIIbI
C a.JIreopaßtlecRo npOCTbIM co6CTBeHHbIM 3HaQeHHJIM B HaCTOJIw;eH CTaTeH cnepBa BblqHCJIJIeTCJI :J:!RJIlOqeHHe
):{JIJI co6CTBeHHoro 3HaqeHIIJI II )];JIJI ROMnOHeHTOB COOTBeTCTBYIOw;ero co6CTBeHHoro BeRTopa. J{poMe Toro
BBO):{IITCJI MeTO):{ HTepaIIHH n03BOJIJIIOW;IIH YJIyqmHTb 3TH rpaHH Ha JII06yIO TOqHOCTb. Ha ROHeIl oocym-
):{aeTCR, RaR 3TOT MeTO)]; paOOTaeT, eCJIII npHHHMaIOTCJI B paCqeT Bce norpemHOCTH oRpyrJIeHHJI. npll 3TOM
IIpe):{IIOJIaraeTCJI, qTO B03MomHO paCIIOJIaraTb BBe):{eHHbIM Y. J{YJIIIIlIOM B [3] CRaJIJIpHbIM npOH3Be):{eHlIeM.
CTaTbfl 3aRaHqHBaeT C ):{BYMfI 'lHCJIeHHbIM IIpIIMepOM.

o. Einleitung

Wir betrachten die Aufgabe, ausgehend von einer reellen Näherung}, für einen einfachen reellen Eigenwert und ei-
nem reellen Näherungsvektor x für den dazugehörigen Eigenvektor einer reellen (n,n)-Matrix, Fehlerschranken zu
berechnen. DieBe Aufgaberistellung wurde in der Vergangenheit wiederholt betrachtet, zuletzt z. B. von S. RUMP [5],
H. J. SYMMundJ. H. WILKINSON[6] und T. YAMAMOTO[8]. In [5] und [6] wird auch auf die beim praktischen Rechnen
entstehenden Rundungsfehler eingegangen. Während in [6] eine qualitative Diskussion der Rundungsfehler durch-
geführt wird, werden in [5J Schranken unter Einschluß aller Rundungsfehler berechnet.

In dieser Arbeit wird zunächst in Abschnitt 1 wie in [6J ein nichtlineares Gleichungssystem mit n Gleichungen
und n Unbekannten aufgestellt, dessen (exakte) Auflösung mit der Bestimmung eines Eigenpaares äquivalent ist.
(Im Gegensatz dazu wurde in [5] ein nichtlineares Gleichungssystcm mit n + 1 Unbekannten und n + 1 Gleichun-
gen aufgelöst.)

Daran anschließend wird gezeigt, daß man mit hinreichend guten Näherungen Ä.und x den Eigenwert und die
Komponenten des Eigenvektors in Schranken einschließen kann (Sat.z2). Beginnend mit dieser Einschließung kann
11 Z. angew. lIIath- Mech., Bd.67,H.3
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man Folgen von Intervallvektoren berechnen, welche das Eigenpaar fortwährend einschließen und (theoretisch,
d. h. bei rundungsfehlerfreier Rechnung) gegen dieses konvergieren.

Schließlich wird in Abschnitt 2 eine genaue Untersuchung des vorgeschlagenen Verfahrens angegeben, wenn
es auf einer Rechneranlage unter Verwendung eines Gleitpunktzahlensystems durchgeführt wird. Dabei setzen wir
voraus, daß - wie von U. KULIscH vorgeschlagen (siehe [3] und [4]) - Skalarprodukte mit maximaler Genauigkeit
berechnet werden können, wie dies z. B. in der Programmiersprache PASCAL SC möglich ist. Diese Programmier-
sprache steht heute auf zahlreichen Kleinrechnern, das genaue Skalarprodukt auf allen IBM-Anlagen zur Verfügung.

Im letzten Abschnitt geben wir zwei numerische Beispiele an.

1. Berechnung von Schranken für ein Eigenpaar und ihre iterative Verbesserung

Gegeben sei die reelle Matrix A, Aund x seien reelle Näherungen für einen reellen einfachen Eigenwert A + fl und
einen dazugehörigen reellen Eigenvektor x + y, so daß also

A. (x + y) = (A+ fl) . (x + y) (I)
gilt. Aund x können z. B. mit einem der zahlreichen bekannten Näherungsverfahren berechnet worden sein. Siehe
etwa [7]. Es sei mit x = (Xi)

IIxlloo = Ixsl> 0 , (2)

wobei wir, falls es mehrere Indizes gibt, für welche die Unendlichnorm angenommen wird, z. B. 8 als den kleinsten
solchen Index wählen können.

Da der Eigenvektor x + y zunächst nicht eindeutig festgelegt ist, können wir die 8-te Komponente von y = (y.)
gleich Null setzen (Normierung von x + y):

Ys = 0 .

Die Gleichung (I) kann geschrieben werden als

(A - AI) f) - flx = (AI - A) x + flY .

FÜhren wir nun einen Vektor Y = (Yi) E !Rnein durch

(3)

(4)

Yi =JYi,
lfl ,

i =/=8
(5)

~=8

so kann unter Beachtung von (3) die Gleichung (4) geschrieben werden als

By = l' + Ys . f;
mit dem Residuenvektor

r = Äx - Ax

und der Matrix B

(6)

(7)

(ll)

[Y]= mnd mit [YJi=
{

[Y);'

0 )
(12)
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Aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1), Chapter 1, Theorem 5) gilt für y E [y]

Lr + (I - LB) y + L(ys. y) E [w)

mit [w) := Lr + (I - LB) [y) + L([y)s . [y)). Daher gilt (10) sicherlich dann, wenn

[w] = Lr + (I - LB) [y) + L([y)s . um ~ [y) (13)
gilt.

Es gilt (13) genau dann, wenn für die Mittelpunkte m[w) und m[yJ bzw. die Durchmesser d[w) und d[yJ von
[w) und [y) die Ungleichung

Im[wJ - m[yJI + -} d[wJ ~ -} d[yJ

gilt. Zur Definition von mund d sowie zuRechenregeln dafür siehe [lJ, Chapter 10.
Für [yJ nach (11) gilt

m[yJ= 0 .
Außerdem ist

m[wJ=Lr.

"'1
- - - -

{
I, i =1=s h

"

l1vlt e = (et), ef = . , er at man
0,2 = S

(14)

(15)

(16)

d[w] = d(Lr + (I - LB) [y] + L([yJs Li/]))= 2ßII - LBI e + 2ß21LIe ,

Mit (15), (16) und (17) gilt (14) genau dann, wenn

ILrl + ßII - LBI e + ß21LI e ~ ße

gilt. Diese Ungleichung ist sicherlich dann erfÜllt, wenn ß so gewählt wird, daß

ILrI + ßII - LBI e + ß21LIe ~ ße

(17)

(18)

gilt. Wir setzen nun

(! = IILrlloo, %= 111- LBlloo , l = IILlloo, (19), (20), (21)

wobei der Index 00 die Unendlichvektor- bzw. Unendlichmatrixnorm bezeichnet. Dann gilt (18) sicherlich dann,
wenn ß so gewählt wird, daß (! + ß% + ß2l ~ ß, d. h. wenn .

e + (u - 1) ß + lß2 ~ 0

gilt. Die quadratische Gleichung

Zß2 + (u - 1) ß + (! = 0

hat unter den Voraussetzungen % < 1, (% - 1)2 - 4el ~ 0 die positlven Nullstellen

1 - % =t=V'(l - %)2- 4ei
~~= -.

(22)

(23)

Somit haben wir den Beweis für den folgenden

Satz 2: Es seien C, 'X, l nach (19), (20), (21) definiert, Weiter sei 'X< I und (I - %)2 - 4el ~ O. Wird dann
ß E [ßl, ß2Jgewählt, wobeißl und ß2' ßl ~ ß2' durch (23) definiert sind, so hat die Gleichung (9) (mindestens) einen Fix-
pu-nkt y* im Intervallvekt01. [y] = ([y];) mit [yJi = [-ß, ß]'

Bin Fixpunkt der Gleichung (9) ist sicherlich eine Lösung von (6), wenn L nichtsingulär ist. Unter der Voraus-
setzung u < I von Satz 2 ist dies stets der Fall, da wegen 11 I - LBII 00 = :Y.< 1 die Inverse von I - (I - LB) = LB
existiert.

Wir betrachten nun das Itemtionsverfahren

[y]O = [-ß, ßJ e , [y]"+! = g([y]"), k = 0, 1,2, ... ,

g([y]) = L1.+ (I - LB) [y] + L. ([y]s. [i/]) .

(24)

(25)

wobei

Es gelten die folgenden Aussagen.

Satz 3: Es sei % < I, (% - 1)2 - 4Ql > 0, und ßv ß2 seien durch (23) defim:ert. GenÜgt dann ß (in (24)) der Un-

gleichung ßl ~ ß < ßl ~ß2 , so liefert(24)eine Folgevon Intervallvektoren{[yY}k°~o1m:t

Y*E [yJk, k= 0,1,2, ...; und lim [yJk = y*.
l:~oo

(26); (27)

Dabei ist y* der eindeutige Fixpunkt der Gleichung (9) in [yJo.

Beweis: Nach Satz 2 gibt es (mindestens) einen Fixpunkt y* E [y]Oder Gleichung (9), Ist y* E [yJk,was für
k = 0 der Fall ist, so folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1], Chapter I, Theorem 5)

y* = Lr + (I - LB) y* -+ L . (Y~Y*)E Lr + (1 - LB) [yJk + L. ([YJ~Wy) = [yJl:+I.

Also gilt (20).
11'
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Im Beweis von Satz 2 haben wir bereits gezeigt, daß [y]1 = g([y]O) C [y]Ogilt. Es gelte [y]o:=J [yJI ~ ". ~
:=J[y]k-l ~ [yY, was für k = 1 gilt. Dann folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft (siehe [1], Chapter 1, Theo-
rem 5)

[y]k = g([y]k-l) :=J g([yY) = [y]k+l .

Die Folge {[y]k}k=O bildet daher eine ineinander geschachtelte Folge von Intervallvektoren. Es gibt somit einen
Intervallvektor [y]*, für welchen lim [y]k = [y]* gilt. Wir zeigen, daß d[y]* = 0 gilt. Wegen y* E [y]k folgt dann die

Tc-co
Behauptung (27) sowie die Eindeutigkeit von y* in [y]o.

Wir verwenden die Bezeichnung

dk = IId[YYllco

und berücksichtigen, daß für zwei reelle Intervalle [a], [b] die Ungleichung

d([a]. [b]) ::;; l[a]1 . d[b] + d[a]. l[b]1

gilt. Siehe dazu [1], Chapter 2, Theorem 9. Dann erhält man aus (24) und (25)

d[y]k+1 = 11- LBI d[yj!'+ ILI. d([y]~. [yY)

~ 11 - LBI d[y]k + ILI . {d[y]~. 1[Y]kl+ I[Y]~I . d[y]k}

~ 11 - LBI d[y]k + ILI . {dk. ß. e + ß. dk. e}

~ dk(11 - LBI + 2ßILI) . e .

Aus dieser Ungleichung folgt mit der Definition von % und Z die Ungleichung

dk+1 ~ (% + 2ßZ)dk .

Wegen ß < ßI ~ß2 = 1 ;z% ist % + 2ßZ< 1. Damit folgt dann aus (28) d[y]* = lim d[yY = O.
k-co

(28)

2. Rundungsfehleranalysis

Um die nachfolgenden Ausführungen verständlicher zu machen, beginnen wir mit einigen allgemeinen Bemerkun-
gen:

1. Für eine beliebige reelle nichtsinguläre Matrix B und einen Intervallvektor [z] gilt aufgrund der Eigen-
schaften der Intervallrechnung

{B-I . z IZE [z]} C B-l . [z]. (29)
Es bezeichne IGA(B, [z]) einen Intervallvektor - auch bei rundungsfehlerfreier Rechnung ist IGA(B, [z]) nicht
eindeutig, sondern hängt von der Art der Pivotißierung ab -, den man erhält, wenn man das Gaußsche Eliminations-
verfahren mit B als Koeffizientenmatrix und [z] als rechter Seite durchführt (siehe etwa [1], Chapter 15 für Einzel-
heiten). Dann gilt ebenfalls

{B-I. z I z E [z]} ~ IGA(B, [z]) .

In [2], Lemma 1, wurde gezeigt, daß stets

B-l. [z] C IGA(B, [z]) . (31)

gilt, wobeii. allg. die echte Inklusion besteht. Die Berechnung von B-I. [z] erfordert für großes n ungefähr den drei-
fachen Aufwand im Vergleich zur Berechnung von IGA(B, [z]). Andererseits zeigt (31), daß die Menge {B-l . zl ZE[z]}
durch B-I . [z] gewöhnlich besser eingeschlossen wird als durch IGA(B, [z]).

2. Wenn wir nunL:= B-I in (25) wählen, so erhalten wir, da B-l eine Punktmatrix ist und somit das Distribu-
tivgesetz gilt

g([y]) = B-lr + B-l([y]. [V]) = B-l(1" + [y]. [Y]) .

Wegen (31) erhalten wir mit [z] := I"+ [y]. [ii] dann

g[y] = B-I. [z] C IGA(B, [z]).

(30)

Anders ausgedrückt: Die Einschließung (13), welche die Existenz eines Fixpunktes garantiert, gilt sicherlich für
g[y] = B-I(I" + [y]. [y]), falls sie für IGA(B, I" + [y]. [V]) gilt. Durch vollständige Induktion können wir außerdem
mit (31) zeigen, daß für einen nach Satz 1.3 bestimmten Intervallvektor [y]O = [ -ß, ß] e das unter Verwendung des
Gaußschen Algorithmus durchgeführte Verfahren

[y]O = [-ß, ß] e, [y]k+l = IGA(B, I" + [y]ny]k) (32)

in jedem Schritt eine im Sinne der Inklusion gröbere Einschließung von y* liefert, als Verfahren (24), (25). Da wir
daran interessiert sind, y* durch möglichst wenige Schritte möglichst gut einzuschließen, verwenden wir das Itera-
tionsverfahren (24), (25) (anstelle von (32), welches vom Aufwand her günstiger ist, dafür aber aufgrund der voran-
gehenden Bemerkungen gewöhnlich gröbere Einschließungen liefert).

Wir untersuchen nun, wie sich das Verfahren (24), (25) verhält, wenn es auf einer Rechenanlage unter Ver-
wendung eines Gleitpunktzahlensystems durchgeführt wird.
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Es sei b > 1 die Basis des Zahlensystems, und tl sei die Mantissenlänge einer einfach genauen Gleitpunktzahl.
Für die nachfolgende Diskussion machen wir die folgenden Annahmen (a) bis (c):

(a) Für zwei Maschinenjntervalle [aJ und [bJ gilt .

fl([a] * [b]) = [(1 - SI) ([a] * [b]h, (1 + S2) ([a] * [b])2J

wobei * E {+, -, x, j} ,

[al * [b] = [(ra] * [bJh, ([a] * [bJ)2]' ISII, Is21~ e = bl-t,.

fl(.) bezeichnet das Ergebnis einer Maschinenintervalloperation. (33) besagt, daß die untere Schranke ([a] * [b]h des
exakten Ergebnisses nach unten zur nächsten Maschinenzahl gerundet wird (falls überhaupt gerundet werden
muß). Das Analoge gilt für die obere Schranke. Man beachte, daß (33) und auch die nachfolgende Gleichung (34) im
UnterJaufbereich nicht gelten können.

(b) Wir setzen voraus, daß das von U. KULISCH eingeführte sogenannte gena'ue Skalarprodukt zur Verfügung
steht. (Siehe dazu [3J, [4J):

Für zwei Intervallvektoren [x] = ([xJi) und [y] = ([Y]i), die Maschinenintervalle als Komponenten haben, gilt

(33)

n

fl (}; [XJi. [Y]d = [(1 - el) al, (1 + e2)a2J,
i-I

(34)
n

wobei}; [Xli . [Y]i = [al, a2] das exakte Skalarprodukt ist und lell, le21~ bI-t, gilt. Siehe dazu die Bemerkungen im
i-I .

Anschluß an (33).
Im Normalfall ist die Genauigkeit des sogenannten genauen Skalarproduktes vergleichbar mit der doppelt

genauen Akkumulation der doppelt langen Produkte einfach langer Gleitpunktintervalle und anschließender Run-
dung auf einfache Genauigkeit. Falls Jedoch starke Auslöschung auftritt (was gewöhnliche bei der Berechnung von
Residuen der Fall ist), so ist die Genauigkeit wesentlich höher. Aus (34) folgt

n n n

fl (}; [XJi' [Y]d C }; [X]i' [Y]i + e[ -1,1].1 }; [XJi' [Y]il
i-I i-I i-I

mit e = bI-t,.

(c) Wir setzen voraus, daß die gegebene Matrix A exakt auf der Maschine darstellbar ist. Das gleiche gelte
für die Näherungen A.und x. Wir erhalten die Matrix B in (18) aus A, indem wir A.von den Diagonalelementen
subtrahieren und die 8-te Spalte durch -x ersetzen. Die auf der Maschine - im Folgenden bedeuten überstrichene

Größen immer auf der Maschine exakt dargestellte Vektoren, Matrizen, Intervallvektorenetc. - berechnete Matrix B
unterscheidet sich daher von B höchstens in den Diagonalelementen. Wir setzen weiter voraus, daß eine auf der
Maschine darstellbare Intervallmatrix [BIJ bekannt ist, mit

(35)

B-I E [BI] C B-I + e. [-1,1] . IB-II + [-1,1] . E , (36)

wobei e = bI-t, ist. Wenn B-I bezüglich kleiner Änderungen in der Diagonale von B gut konditioniert ist, so ist E
eine (nichtnegative) Maschinenmatrix mit kleinen Elementen. Falls sogar B = B gilt, so ist jjj = O. (36) besagt
dann, daß die Inverse von B auf der Maschine in eine Intervallmatrix [BI] eingeschlossen ist, deren Elemente Schran-
ken besitzen, die sich um höchstens zwei benachbarte Maschinenzahlen unterscheiden. Unter Verwendung des ge-
nauen Skalarproduktes kann eine solch enge Einschließung der Inversen auch für bezüglich Inversion schlecht
konditionierte Matrizen B berechnet werden. Siehe dazu [5]. Falls B nicht exakt darstellbar ist (B =Fii), dann

k~nn man unter Verwendung des genauen Skalarproduktes eine Intervallmatrix [BI] berechnen, für die (36) mit
IIEII ~ e. IIB-III . IIDBI/,e = bI-t" gilt. DB bezeichnet dabei die Diagonale von B. Siehe [5].

Wir bezeichnen mit [y]" die mit dem Verfahren (24), (25) tatsächlich berechneten Iterierten. Wir setzen außer-
dem

[i]"; = r + [yJ;[y]",

wobei ,,-" die gleiche Bedeutung wie in Abschnitt 1 hat. [z]" wird komponentenweise unter Verwendung des ge-
nauen Skalarproduktes berechnet. Dabei werden wegen r = A.x - Ax Skalarprodukte mit Intervallvektoren der
Länge n + 2 berechnet. [y]k+I wird durch

[y]k+1 = fl([BI] . [z]")

berechnet. Die rechte Seite wird wiederum durch Verwendung des genauen Skalarproduktes berechnet. Wegen (35)
gilt

[iJ" c [zJ" + e[-1, IJ . I[iJ"1 .

Mit (35) und (36) folgt daher für die tatsächlich berechneten Iterierten

[yJk+1= fl([Bl]. [2']")c

C fl((B-I + e[-1,1] . jB-II + [-1, IJ .E) . ([i]" + e[-1,1] . l[i]"I))C
~ (B-I + e[ -1,1]. IB-II + [-1,11. E) ([z]" + e[-1,1]. [iJ") +

+ e . [-1,1] . IB-I + e. [-1, IJ. /B-II + [-1,1] . Ei [[i]"+ e. [-1,1] . I[z]"1I~
C B-I. [i]" + [-1, IJ. (3e + 3e2 + e3) . IB-II . l[i]"1 +

- ~" - ~"+ [-1,1]. e. (1 + 8)' E .J[z] I + [-1,1]. (1 + e). E 'I[z] I.
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Damit erhält man für die Durchmesser der tatsächlich berechneten Iterierten [y]k+I

d[y]k+I ~ IB-II . d[z]" + 2(3s + 3S2+ E3). IB-II .1[2')"1+ 2(1 + S)2. Jjj. 1[2')"1.
Wir setzen jetzt (ohne wesentliche Einschränkung) voraus, daß der nach Satz 3 berechnete Intervallvektor

[y]O= [-PI' PI] e auf der Maschine exakt darstellbar ist. Es gilt also dann [y]O= [y]o. (Falls dies nicht der Fall ist,
so genügt es, bei der Berechnung von PI nach (23) alle Rechenoperationen "nach oben" zu runden.) Durch Durch-
schnittsbildung im Verfahren (24), (25) nach jedem Iterationsschritt kann man erreichen, daß alle Iterierten in

[y]O = [y]O liegen. Dann erhalten wir mit

dk = Ild[y]klloo , (j = 2PIl = 1 - VI - 4el < 1 ,

s = bI-I., S = IIElloo,

8 = 2(3 + 3s + S2) . IIB-Illoo '111[z]Oli!oo,
'I ~ "

:5 = 2(1 + S)2 'jd[z]OI:loo

die Ungleichung

dk+1 ~ (jdk + s. s + S. 8.

Für die Herleitung von (37) bemerken wir nur, daß vollständig analog wie beim Beweis von Satz 1.3

IB-II d[z)" ~ dk. 2. PI' IB-II . e

(37)

folgt.
Mit 7: = ss + SB bekommen wir aus (37) durch vollständige Induktion

dk+1 .:s;:(jk+IJ;; + W + (jk-I + ... + (j + 1)7:
und daher

- - 7:

dk+I ~ (jk+ldo+ 1 - (j oder dk+1.:s;:(jk+1d + ES + S8- ° - .'

Diese Ungleichung kann man folgendermaßen interpretieren: Da (j < 1 vorausgesetzt ist, geht der erste Summand
für k -> 00 gegen Null. Die auf der Maschine erzielbare Genauigkeit wird daher durch den zweiten Summanden be-
stimmt. Für hinreichend gute Näherungen A.und x und falls IIB-llloo nicht zu groß ist, ist (j ~ 1 (siehe dazu die
Definition von (j in Abhängigkeit von (! und l). Daher ist für solche Startwerte der Nenner des zweiten Summanden
nicht wesentlich kleiner als Eins. Unter den gleichen Voraussetzungen besitzt auch 1[z]OIkleine Komponenten. Falls
die Inverse von B gut konditioniert ist bezüglich Änderungen in der Diagonale von B, welche relativ die Größen-
ordnung von S = bl-t. besitzen, so ist auch s klein. Unter den genannten Voraussetzungen erhält man daher kleine
Durchmesser für den auf der Maschine berechneten Intervallvektor.

Diese Diskussion erfordert zwei Bemerkung'en.

(I) Die Annahme, daß IIB-Illoo klein, oder genauer, nicht zu groß ist, macht nur Sinn, wenn IIBlloo einen festen
Wert besitzt, z. B. IIBlloo = 1. Andernfalls kann man für IIB-111oojeden positiven Wert dadurch erreichen, daß man
B mit einem geeigneten Faktor multipliziert.

(II) Wegen

Jj = B - DB + (I + diag(si)) . DB ,

gilt B = B + DB . diag(si) und daher

13-1 = (I + B-1. DB. diag(Gi))-I . B-1 .

Ist daher IIB-111oonicht zu groß, so ist B-I bezüglich kleiner Änderungen in der Diagonale von B gut konditioniert.
Zusammenfassend haben wir somit das folgende

Ergebnis: Für hinreichend gute Näherungen A.und x fÜ1' ein Eigenpaar und für IIBlloo = 1 kann man bei nicht
zu großem 11 B-Illoo mit Hilfe des Verfahrens (24), (25) einen Intervallvektor auf der Maschine berechnen,dessen Schran-
ken den Fixp'unkt y* von (9) (und damit das Eigenpaar) eng einschließen.

Isd~s=b1-t., l~i~n,

3. Numerische Beispiele

a) Wir betrachten die unsymmetrische (5,5)-Matrix

(

15 11 6 -9 -15\
1 3 9 -3 - 8

A = 7 6 6 -3 -11

)
.

7 7 5 -3 -11
17 12 5 -10 -16

Siehe [9], Beispiel 5.11. Sie besitzt den (algebraisch) einfachen Eigenwert). = -1 mit

(13,22, 19, 16, 28)T
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als (einen) dazugehörigen Eigenvektor. Die anderen Eigenpaare sind in [9] angegeben. Als Näherung für). wählen
wir -0.99999999, als Näherung für den Eigenvektor

(13.000001,21.999999,18.999999,16.000001, 27.999999)T .

Nachdem Einlesen dieser Näherungen wird die Näherung für den Eigenvektor auf Unendlichnorm Eins normiert.
Dies ergibt den Vektor '

(

'0.464285766582

)

0.785714278061
0.678571417092 ,
0.571428627551
I

der als Näherung für den Eigenvektor auf der Maschine exakt vorliegt. (Der verwendete Computer redmet im
Dezimalsystem. Siehe unten.) Mit diesem Vektor und der obigen Eigenwertnäherung ergibt sich für ß1 nach (23)

ßl = 0.561224459410 X 10-7.

Nach einem Iterationsschritt mit dem Verfahren (24), (25) erhalten wir die folgenden Einschließungen für den Ei-
genwert:

[ -1.00000000001; -0.999999999999]

bzw. für die Komponenten des Eigenvektors:

[0.464285714285; 0.464285714286]

[0.785714285714; 0.785714 285 715]
[0.678571428571; 0.678571428572J

[0.571428571428; 0.571428571429J
[I; I ] .

Zum Vergleich geben wir noch die Ergebnisse an, die man erhält, wenn man das Gleichungssystem (6) iterativ,
d. h. durch "normale Gleitpunktrechnung" nach der Vorschrift

Byk+l = r + y~y" , k = 0, 1,2, ... , yOE !Rn,

löst. Mit den gleichen Näherungen für den Eigenwert bzw. für die Komponenten des dazugehörigen Eigenvektors
erhält man nach einem Iterationsschritt als Näherung für den Eigenwert

-0.100000004231 X 101

und für die Komponenten des Eigenvektors

0.464285714273
0.785714285723

0.678571428573
0.571428571406
I

Diese Werte verändern sich in den nachfolgenden Schritten nicht mehr. Mit den exakten Werten (welche durch die
oben berechneten Intervalle eingeschlossen sind) stimmen nur acht bis elf Ziffern in der Mantisse überein.

b) Wir betrachten die unsymmetrische (5,5)-Matrix

(

-4 -9 6 4 2

)

-9 -4 -3 -2 -I
A = -2 -2 0 -I -1

3 3 353
-9 -9 -9 -9 -4

aus [8]. Sie besitzt die Eigenwerte).l = 5, ~ =)'3 = 2, }'4= I + i V2, }'5= I-i V2. EiIi auf Euklidische Länge
Eins normierter zu ).1 = 5 gehöriger Eigenvektor ist

XT = ~ (I, -1,0,0,0) .

Wir wählen als Näherung für den Eigenwert J.1die Zahl

4.9999957

und als Näherung für den dazugehörigen Eigenvektor den Vektor

(

-i.99998981767 X 10-1

)
5.47590924319 X 10-7 .

-4.70632109158 X 10-7
-7.18545785060 X 10-7/
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Damit erhalten wir für ßl nach (23)

ßl = 4.30004575967 X 10-6.

Nach 3 Iterationsschritten mit dem Verfahren (24), (25) erhalten wir die folgenden Einschließungen für den Eigen-
wert:

[4.99999999999; 5.00000000001J

bzw. für die Komponenten des Eigenvektors :

[-1.00000000001; -9.99999999999 X 1O-1J
[ 1; 1J

[-5.0 X 10-18; 6.0 X 10-18] .
[-5.0 X 10-18; 6.0 X 10-18]
[-1.3 X 10-17; 7.0 X 10-18] .

Im Gegensatz zu Beispiel a), in welchem sich die Mantissen der oberen und unteren Schranken jeweils nur um
eine Einheit der letzten Stelle unterscheiden, ist dies für die drei letzten Komponenten der Eigenvektoreinschlie-
ßung jn Beispiel b) nicht der Fall. (Hier stimmen nicht einmal die Vorzeichen überein). Dies ist insofern nicht ver-
wunderlich, als die exakten Werte dieser Komponenten gleich Null sind und im Unterlaufbereich die Voraussetzun-
gen (33) und (34) im allgemeinen nicht gelten.

In den Fällen, in welchen wie in diesem Beispiel ein mit endlich vielen Schritten nach (24), (25) berechneter
Intervallvektor [y] = ([Y]d in (mindestens) einer Komponente die Null enthält (Unterlaufbereich !) kann man häufig
die Schranken noch durch folgenden einfachen Trick wesentlich verbessern: Man bildet den reellen Vektor z = (z;)
mit

Zi =
{

0 falls 0 E [Y]i
m[y]; sonst.

Dabei bezeichnet m[Y]i den Mittelpunkt des Intervalles [Y]i' Mit diesem Vektor z wird nun mit [z]O:= z anstelle von
(24) das Verfahren

[Z]k+l = g([zJk) U [zJk, k = 0,1, ... ,

durchgeführt. Dabei bezeichnet "u" die konvexe Vereinigung der Intervallvektoren g([Z]k)und [z]k. Man erhält so
eine Folge {[z]k}k°~ovon Intervallvektoren mit

[z]Oc [z]1c ... c [z]k~ [Z]k+lC ...
Aufgrund der Teilmengeneigenschaft liegen alle [Z]kin [y]O= [-ßl' ßl] e. Daher muß es einen Index k geben mit
[Z]k= [Z]k+1. Beginnend mit [y]O = [Z]kwird dann (der zweite Teil von) (24) durchgeführt. Sehr häufig ist k = 0
oder k = 1.

In unserem Beispiel erhält man (auf der Maschine exakt) z = (-1,1,0,0, O)T, und nach einem Schritt des
beschriebenen Vorgehens erhält man eine Einschließung, für welche in allen Komponenten die Mantissen der Ober-
und Unterschranken übereinstimmen, also.das exakte Eigenpaar.

Die Beispiele wurden auf einem IBM-PC gerechnet. In PASCAL SC stehen dabei für Gleitpunktzahlen 12
Dezimalstellen in der Mantisse zur Verfügung.
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