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Convergence of the SSOR-Method for Nonlinear Systems
of Simultaneous Equations

Summary. In this paper we prove the convergence of the symmetric succes-
sive overrelaxation method if it is applied to certain nonlinear systems of
simultaneous equations. These equations are obtained, for example, by
discretizing nonlinear elliptic partial differential equations.

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird fiir die Konvergenz des
symmetrischen Relaxationsverfahrens (SSOR-Verfahren) bei Anwendung
auf eine Klasse nichtlinearer Gleichungssysteme die globale Konvergenz
bewiesen. Diese Gleichungssysteme treten z.B. bei der Diskretisierung
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen auf.

Subject Classifications: AMS(MOS): 65J15, CR: G1.5.

0. Einleitung

Die Konvergenz des symmetrischen Relaxationsverfahrens (SSOR-Verfahren )
wurde in letzter Zeit bei Anwendung auf lineare Gleichungssysteme eingehend
untersucht. Siehe dazu etwa [2, 5] und [13].

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die Konvergenz dieses Verfah-
rens bei Anwendung auf nichtlineare Gleichungssysteme. Unser Hauptresultat
wird gewonnen unter Verwendung des in [3] eingefiihrten Begriffes sogenann-
ter monotoner Iterationsfunktionen (MI-Funktionen). Nachfolgend wird aus-
fithrlich auf die Ergebnisse in [3] iiber MI-Funktionen Bezug genommen. Fiir
das Verstindnis ist daher die Kenntnis der Darlegungen aus den Abschnitten
1-5 aus [3] notwendig.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunichst wiederholen wir
die Definition des Begriffes einer zu einer Funktion f gehorigen MI-Funk-
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tion. Daran anschlieBend beweisen wir fiir Produkte von zwei MI-Funktionen
die Theoreme 1-3, die fiir eine einzelne MI-Funktion bereits in [3] bewiesen
wurden. Beweise fiir diese Sdtze miissen durchgefiihrt werden, da - wie in
Bemerkung 2 gezeigt wird - das Produkt zweier MI-Funktionen i.allg. keine
MI-Funktion ist und man sich daher nicht auf die Theoreme 1-3 aus [3]
berufen kann. Die Wiederholung des Begriffes der reguldren Zerlegung einer
Funktion (sieche dazu [1], [3] und [8]) sowie der Zusammenhang zwischen
reguliren Zerlegungen und MI-Funktionen schlieBt sich an (Theorem 4). Wir
wiederholen dann die Definition der von Rheinboldt als Verallgemeinerung der
M-Matrizen eingefiilhrten M-Funktionen und zeigen schlieBlich als Haupter-
gebnis dieser Arbeit in Theorem 5, daB fiir stetige surjektive M-Funktionen das
SSOR-Verfahren fiir 0<w<1 und fiir jeden Startvektor gegen die eindeutige
Losung des vorliegenden Gleichungssystems konvergiert. AbschlieBend zeigen
wir, dal Funktionen mit den angegebenen Eigenschaften bei der Diskretisie-
rung von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen entstehen.

1. Monotone und globale Konvergenz fiir Produkte von MI-Funktionen

Es sei X eine mit der in [3], Abschnitt 1, beschriebenen Halbordnung versehe-
ne Menge, in der ein Konvergenzbegriff mit den Eigenschaften (C1)-(C6) aus
Abschnitt 2 in [3] erkldrt ist. Die Menge Y sei mit einer nach oben und unten
gerichteten Halbordnung versehen. Weiter sei eine Funktion f: X —Y gegeben.
Die Gleichung

fx)=y

soll gelost werden.

Definition 1 (sieche [3], Abschnitt 5). Eine Funktion
g: X xY¥-X

heit zu f gehorige monotone Iterationsfunktion (MI-Funktion) wenn g die
folgenden Eigenschaften (M 1) bis (M4) besitzt:

(M1) g ist (schwach) monoton wachsend beziiglich beider Argumente;
(M2) g(x, f(x)=x, xeX;
< : <
(M3) {ng(x, V=1 )=y
x2g(x, y)=f(gx, y)=2y
(M4) Falls x, Tx oder x, |x, so folgt g(x,, y)—g(x, y) fir alle ye Y. [

} fir xeX, yeY;

Die Menge der zu f gehorenden MI-Funktionen wird mit MI(f) bezeichnet.

Theorem 1. Es sei f: X—Y gegeben und g, h seien aus MI(f). Es seien xeX,
yeY und durch
Ay 12=28(a, y)
a1 =hla, 1/2> y)

} I I I T (1)
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sei in X eine Folge (a,) definiert. Dann gelten

(a) fE)=y=fla)=sy, k=012, ...,q7, (2)
(b) fEzy=fla)zy, k=0,1,2,...,a,. 3)

Beweis. Wir beweisen (a). Nach Voraussetzung gilt f(x)= f(a,)<y. Es geniigt
daher zu zeigen: Fiir beliebiges k>0 folgt aus f(a)=<y

4=y, und  f(a, )=y,
Da ge MI(f) ist, folgt unter Verwendung von (M1) und (M2)
ak+1;’2=g(akay)gg(ak:f(ak)):ak (4)
also a, =g(a,, y) und daher wegen des ersten Teils von (M 3)

fla., 1;2)=f(g(ak: M=y,

Analog erhilt man, da he MI(f) ist und wegen (4),

Ay :h(ak+ 1725 y)gh(ak+ 1;2>f(ak+ 1;2)):ak+ 1;22“,&»
also a, . ,,,=h(a,,,,,y) und daher wegen des ersten Teiles von (M 3)
f(ak+ 1) zf(h(am_ 1/23 =Y.
Damit ist (a) gezeigt. Der Beweis von (b) kann dhnlich gefiihrt werden. []
Theorem 2. Es sei f: X —Y gegeben und g, he MI(f). Fiir x, Xe X, ye Y gelte
XX, f)=Sysf(%). ()

Die Folgen (a,) und (a,) seien definiert durch

Ay=X, Gy12=8(a ), Gy 1=hayyy2,y)  k=0,1,2, ... (6)

und
Ag=X, @,q,,=8(a ), Ek+1=h(5fk+112:y): N S B S (7)

Dann gilt -

gkgaka k:07 15 29 i (8)
ala, ala, asza )

und
f@=f(@=y. (10)

Beweis. Wegen (5) gilt die Behauptung (8) fiir k=0. (8) gelte fiir ein k=0. Dann
gilt wegen (M 1)
gk+1,’2:g(gk5y)§g(ak: J’)z'ﬁk“;z

und daher wiederum wegen (M1)
ey 1=h(ay, 12 V=hia, 1/2> V= -

Somit gilt (8).
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Nach Theorem 1 gilt g, und &, |. Daraus und wegen (8) folgt
gkéa[a k,£=0, 1,2,....

Nach (C1) und (C2) aus [3] folgt somit g, Ta und @, |a. Aus (8) und (C6) aus
[3] folgt dann a <a. Somit gilt (9).

Es bleibt noch (10) zu zeigen.

Aus dem Beweis von Theorem 1 entnimmt man, da nicht nur g, T und a, |
gelten, sondern daf sogar die Ungleichungen

_a_oé...ggk<ak+1r2§ak+lé..., k=0,1,2,...,
und

LA, 20, 2., k=0,1,2, ...
k+1

dg k+1/2=

v

bestehen. Man zeigt damit wie fiir die Folgen (g,) und (a,), daB die Folgen

{a,s Qyy2,4y4, ..y und {a,, 51;23 a, e}

konvergent sind, und zwar gegen a bzw. a. Dall die Grenzwerte gleich a bzw.
a sind folgt aus Remark 2 in [3]. Da die Folge {a,,4a,,,,4,;, ...} monoton
wachsend gegen a konvergiert, folgt wegen (M4), daB3 die Folge

{g(ao, y), gay)2, ¥), gla;, y), ...} gegen g(a,y)

konvergiert. Aullerdem gilt wegen g,<a,,,<a,=<... und wegen (M1) auch

gay, V)=glay,, y)=ga, )= ...

und daher konvergiert wiederum wegen Remark 2 in [3] auch die Teilfolge
{g(a,, ), g(a,,), ...} gegen g(a,y). Da die Folge {a125 4355 ---} wiederum
wegen Remark 2 in [3] gegen a konvergiert, folgt aus g, ,,,=g(g,y) fir
k— oo zundchst a=g(a, y) und damit schlieBlich wegen (M3) f(a)=y. Entspre-
chend zeigt man f(a)=y. [

Bemerkung 1. In [3], Theorem 2, haben wir (mit teilweise anderen Bezeichnun-
gen) die folgende Aussage bewiesen:

Es se1 f: X—Y gegeben und es sei ge MI(f).

Fir x, Xe X, yeY gelte

x<%, fISysf(x).

Die Folgen (b,) und (b,) seien definiert durch

b(}:l": k+1 g@k: y) kzoa 19 23 (6F)
und - -
bQ:fs bk+1=g(bk: y)a k=0$ 1)23 ] (7’)
dann gilt
b.<b,, k=0,1,2,.
b,th, b, lb, bé
und

f)=f(b)=y.
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Ohne auf die Einzelheiten eines (durch vollstindige Induktion zu fiihrenden)
Beweises einzugehen, sei mitgeteilt, da3 die nach (6), (7) berechneten Folgen in
dem folgenden Sinne schneller konvergieren als (6'), (7'): Es gilt

ay=b,=x<..<bh <a,<a<a<a <b,<..<a,=b,=%x.
Die Verwendung von (6), (7) ist also insbesondere dann sinnvoll, wenn die

Durchfiihrung nicht wesentlich mehr Aufwand erfordert als (6), (7).

Theorem 3. Es sei f: X—Y bijektiv und g, heMI(f). Dann ist f~': Y-X
monoton wachsend genau dann, wenn die durch

ag=X
%t 1728 (0 ) } k=0,1,2, ..., (11)
Ay 1 =h(y 41725 Y)

berechnete Folge (a,) fir jedes xe X und fiir jedes yeY gegen f~'(y) konver-
giert. '

Beweis. a) f~' sei monoton wachsend. Wir wihlen xe X, ye Y beliebig. Nach
den Voraussetzungen iiber die Halbordnung in Y gibt es Elemente y, yeY so

daf3
YSf(X)=y (12)

und
YEY=Y. (13)
Definieren wir x=f"'(y) und x=f"'(y), so folgt aus (12), da f~" monoton

ist,
x=f"1Y=x=f'H)=%. (14)

Neben der durch (11) berechneten Folge (a,) betrachten wir zwei Folgen (g,)
und (a@,) definiert durch

IS
Il
1%

0 ] gk+1f"2:g@k’ y): gk+1:h(gk+1;’23 y)v k:O, 1:25

und

Sl
I
=

0=%X, Ay12=8(0 ), _5k+1=h(5k+1;2ay): k=0,1,2, ....

Wegen (13) und mit der Definition von x und X gilt f(x)<y= f(X). Zusammen
mit (14) bedeutet dies, dall die Voraussetzungen von Theorem 2 iiber x und X
gelten. Daher folgt nach Theorem 2

ala, ala (15)

sowie f(a)=f(a)=y. Da f bijektiv ist, folgt a=a=f~1(y).
Wir zeigen jetzt, dal3

gkéakgak: k=0: 132)"' (16)

gilt. Wegen (15) und (C5) aus [3] folgt dann die Behauptung. (16) ist sicherlich
fiir k=0 richtig. Gilt (16) fiir ein k=0, so folgt wegen (M1)

Gy12=8, V) =8y, )=y 10 S8k V)= 12
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und damit wiederum wegen (M 1)

Gy 1 =h(@y 1)2, V) Sh(ay 12 V=, <h(@, 120 V) =8y 1-

Damit ist (16) gezeigt.

b) Es gelte a,—f~'(y) fir beliebige x,y fiir die durch (11) berechnete
Folge. Es ist dann zu zeigen, daBl b, <b, aus f(b,) < f(b,) folgt.

Dazu betrachten wir (11) und wihlen a,=b,, y=f(b,). Es gilt dann

akéak+17 f(ak)gya kzos 192:”" (17)

Dies wird durch vollstindige Induktion bewiesen:
Fir k=0 bemerken wir zunidchst, daB die Voraussetzung f(b,)<f(b,)
dquivalent ist mit f(a,)=f(b,)< f(b,)=y. Nach (M1) und (M2) gilt

alﬂzg(ao, y):g(blaf(bz))?—_g(bpf(bﬁ):bL=aoa

also a,=g(a,, y). Aus (M3) folgt f(a,,,)=1(g(a,,y))<y. Durch Wiederholung
der analogen Schritte mit h anstelle von g erhilt man

a1§a1;2§aoa f(a1)§y-

Fir k>0 werden diese Ungleichungen unter Verwendung der Induktionsvor-
aussetzung analog bewiesen, d.h. (17) gilt. Wegen a,1f~'(y)=b, folgt nach
(C3) aus [3], daB q, <b,, k=0, 1, 2, ..., insbesondere also b, =a,<b, gilt. []

Bemerkung 2. Wir zeigen an einem Beispiel, daB das Produkt zweier MI-
Funktionen i.allg. keine MI-Funktion ist. Damit ist dann klar, da3 die Beweise
der Theoreme 1 bis 3 nicht durch Berufung auf die entsprechenden Theoreme
in [3] gefiihrt werden kénnen. Dazu betrachten wir X = Y=IR? mit der kom-
ponentenweisen Halbordnung.

Ist f: R*->R? die Nullfunktion, f=0, so gehort eine stetige Funktion
g: R?xR*-R? zu MI(0) genau dann, wenn sie den Regeln

(M1) g(x, y) ist monoton wachsend beziiglich beider Argumente,
M2) g(x, 0)=x,
= J <y
x2g(x,y)=0zy
geniigt. (0 bezeichnet den Nullvektor im R?2)
Demnach sind (mit y=(y,, y,)")

2y, V2
g (x,y)=x+( ) g x,y=x+( )
1 By 2(x, Y) 2y,

offensichtlich MI-Funktionen von f=0. Bildet man nun

g(x, y)=g,(g,(x, y), y),
so ergibt sich
2J/1 +Y2)

- )
2y;+y,
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cfe ()-w+ )z

1
1) >0, d.h. (M 3) gilt nicht.

Offenbar ist

aber es gilt nicht (

Ist f(x)=Ax eine lineare Abbildung mit einer Matrix 4 so heiBt die
Zerlegung A=M — N mit zwei reellen Matrizen M und N regulir (s. Defini-
tion 2 in Abschnitt 2 unten), falls M~! existiert und auBerdem M~! sowie N
nur nichtnegative Elemente besitzen. Nach Theorem 5 in [3] erzeugt jede
reguldre Zerlegung von A eine zu f gehorige MI-Funktion g, die die Darstel-
lung g(x, y)=M~'Nx+ M 'y besitzt. (Siche Theorem 4 in Abschnitt 2 unten.)

; 5 3 : 0 0
In unserem obigen Beispiel /=0 ist A= ( ) und g, bzw. g, erhdlt man
durch die reguldren Zerlegungen 00

o o)=( 0)-( %)

(o o=(6 1)-(5 1)

Sei nun allgemeiner fiir xeR?

bzw.

PRSI

0‘°’ He)x (6>0).

Dann ist f: R*—>R? bijektiv. Wir betrachten die beiden reguliren Zerlegungen
—& 0 5 12 e 1/2
= - =M,—N,,
( 0 —8) (1 0 ) (1 e ) Lo

(0 2)=(5 -0 )=wm

Zu diesen gehoren die MI-Funktionen von f

1 &
g:(x, }’)=M1“N1x+M1‘1y=( 6) (x1)+( yz)
2 I % 2V

und

1+2¢ O X 2y
,Y)=M; ' N, x+M;! =( | )(1)+( 1)-
82(%, ) 22X z ¥ 0 14af Xx, V>

¥

Die Zusammensetzung g(x, y)=g,(g,(x, y), y) ergibt

1+2¢ s+£2) (xl) (2y1+y2+3y2 )

x, )=
g% ) (28+482 1+¢e/ \x, 2y,+y,+4ey,
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Fiir hinreichend kleine positive ¢>0 ist dieses g kein Element von MI(f) mit
f(x)= —ex. Andernfalls wiare nach (M3) fiir x=0 die Implikation

Qg(zJ’1+J’z+3y2 ) R (ZJ’1+.V2+8}’2 )é(}’i)
2y, +y,+4ey, 2y, +y,+4ey, Y3

richtig. Mit y, =1, y,= —1 erhélt man sofort einen Widerspruch.

2. Regulire Zerlegungen und MI-Funktionen

In [3] wurde gezeigt, daB jede regulire Zerlegung einer Funktion f eine zu f
gehorige MI-Funktion erzeugt. Wir wiederholen zunichst die Definition einer
reguldren Zerlegung und geben dann den Zusammenhang mit MI-Funktionen
an.

Definition 2 (siehe [11, 12, 8, 1, 3]). Gegeben sei eine Funktion f: X —Y. Eine
Funktion r: X x X—Y heift dann reguldare Zerlegung von f, wenn die folgen-
den Eigenschaften (R 1)-(R5) gelten:

(R1) r(x,x)=f(x), xeX;

(R2) r(a,x)<r(b,x)=a=<b;

(R3) Die Funktion r(-,x): XY ist fiir jedes xe X bijektiv;
(R4) a<b=r(x,a)=r(x,b); i

(R5) Gilt fir die Folgen (a,) und (b,) aus X neben r(a,, b)=y, k=0,1,2, ...,
entweder a,ta, b, 1b oder a,|a, b, b, so gilt r(a, b)=y.

Theorem 4 (sieche [3], Theorem 5). Es sei r: X x X—Y eine regulire Zerlegung
einer gegebenen Funktion f: X —Y. Wird ¢: X x Y- X definiert durch

gx,y)=a fir r(a, x)=y,
so ist ge MI(f). O

3. Anwendung

In diesem Abschnitt ist X =Y =IR". Die Halbordnung ist komponentenweise
definiert.
Eine Abbildung f: R"—>IR" se1 gegeben durch

FE)=(fix)=(filxy, ..o, X))

Definition 3 (siehe [7] und [8]). Die Abbildung f: R"—IR" heif3t auBendiagonal
antiton genau dann, wenn fiir jedes xeR" die Funktionen

Vi RISRY, g0 =fix+te),  ij=1()n, i%],

monoton fallend sind. (¢! bezeichnet den i-ten Einheitsvektor.) f: R"—IR" heif3t
surjektiv diagonal isoton, wenn fiir jedes xeIR" die Abbildungen

Y0 RISRY y(0)=filx+te), i=1(1)n,

surjektiv und streng isoton sind. []
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Fiir >0 betrachten wir die folgenden Funktionen r,s: R" xR"—R":

a) r(x, 2)=(fi(xy, --o» Xi g, Yo lx;— (1= @)z, 214 45 -5 2,)) (18)
B) 56 2)=(f(z1s s Zim 1 VO [xi— (1= 0) 2], X, 15 0 X,). (19)
Es gilt dann das folgende

Lemma 1. Ist f:R">R" stetig, aufendiagonal antiton und surjektiv diagonal
isoton, so sind r und s fiir 0<w=1 regulire Zerlegungen von f. []

Der Beweis der Behauptung fiir » wurde bereits in [8] und in [1], Lemma 1,
angegeben. Die Behauptung fiir s zeigt man genauso.

Nach Theorem 4 werden unter den Voraussetzungen von Lemma 1 durch r
und s zwei zu f gehorige MI-Funktionen, etwa g und h definiert. Das durch g
(d.h. das durch die Zerlegung r) definierte Iterationsverfahren zur Auflosung
der Gleichung f(x)=y lautet (ohne Verwendung von g geschrieben):

Wihle x°=(x?)eR" (,,Startvektor®)
Fiir k=0,1,2, ...
Firi=1(1)n:
L8se T, a3t 2th x X =Y Nach 22 auf,

Setze
k+1_ Uk 1 k
Xi =X 'HD(Z? —X;).

Dieses Verfahren wird als (nichtlineares) Relaxationsverfahren (SOR-Verfahren)
bezeichnet.

Definition 4 ([7, 8]). Eine Funktion f:R"—R" heit M-Funktion, wenn f
auBendiagonal antiton und f ' monoton wachsend ist. []

In [7], Theorem 2.10 hat Rheinboldt gezeigt, daB eine stetige, surjektive M-
Funktion f: R"—IR" surjektiv diagonal isoton ist.

Fir 0<w=1 und eine stetige surjektive M-Funktion wurde die Konvergenz
des SOR-Verfahrens fiir jedes x°cIR” und jedes yeR”" gegen die eindeutige
Losung von f(x)=y in [7], Theorem 3.3 gezeigt. Siehe auch [1], Abschnitt V.

Unter Verwendung der zu f gehorigen MI-Funktionen g und h, welche
durch (18) und (19) unter den Voraussetzungen von Lemma 1 definiert sind,
betrachten wir nun das Iterationsverfahren (11) aus Theorem 3. Dieses 148t sich
in diesem Falle (ohne explizite Verwendung von g und h) schreiben als:

Wihle x°=(x?)eR" (,,Startvektor®)

Fir k=0, 1,2, ...:

Fiiri=1(1)»:
k+1/2 k+1/2 _k+1/2 _k X %4478
Lése fi(x; fr’"'”‘f—l s 2 !9xi+13--->xn)=yi nach z; 12 quf.
Setze x+1/2 = x4 (212 b,

Firi=n(—1)1:
A k+1/2 k+1/2
Lose fi(x1+ : ,...,Xii-l"' a“’i‘c+1,x:-‘rll,...,Xﬁ+1)=yi nach wi;f+1 auf.
Setze xk+1 =X+ 12 4 (k1 _xk+112)
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Dieses Verfahren wird als (nichtlineares) symmetrisches Relaxationsverfahren
(SSOR-Verfahren) bezeichnet. Fiir lineare Gleichungssysteme hat dieses Ver-
fahren in letzter Zeit als ,preconditioner” an Bedeutung gewonnen. Siehe dazu
etwa [4]. Im nichtlinearen Fall haben wir das folgende Resultat.

Theorem 5. Ist f: R"—>IR" eine stetige surjektive M-Funktion, so konvergiert das
SSOR-Verfahren fir 0<w=1 fir jedes yeR" und fiir jeden Anfangsvektor
x°eR" gegen die eindeutige Losung der Gleichung f(x)=y. [

Zum Beweis bemerken wir, da eine M-Funktion notwendig injektiv ist (s.
dazu [7], Lemma 2.3). Zusammen mir der vorausgesetzten Surjektivitit folgt,
dall f bijektiv ist. Nach Definition 4, Lemma 1, Theorem 4 und Theorem 3
folgt sofort die Behauptung.

4. Beispiel: Nichtlineare Differenzengleichungen

Wir betrachten im R? das Dirichletproblem

x2 Pyr Fxxo Pyy

Tu=—®(x,y,u,u_u,u_,u,)=0 in GeR?
(20)
u=g auf 4G.

Unter Verwendung eines in beiden Richtungen #quidistanten Gitters G, mit
dem Rand 0G, wird eine Diskretisierung vorgenommen. Diese liefert ein Sy-
stem von Gleichungen fiir die Komponenten der Gitterfunktion v, =(v"). Die
Werte auf dG, sind i.allg. ebenfalls durch Approximation entstanden. Die
Ersetzung der zweiten partiellen Ableitungen durch die Differenzenquotienten
zweiter Ordnung und der ersten partiellen Ableitungen durch zentrale Differen-
zenquotienten fithrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

h h h h
. 0 ho Uk 10 U110 Urie1  Uki-1
Jalvy)=— Xis Yis Ukps h =y 2h 2
h h h h ik
Der 10~ 200t Vi1 Dere1— 20+ 00 —0 1)
h? t h? N

mit (x,, y,)€ G,. Siehe dazu [9] und [10].
In [9], Satz4.1 und der daran sich anschlieBenden Folgerung wurde die
folgende Aussage bewiesen.

Theorem 6. Fiir (u,p,q,7,t)eR> sei ®(x, y,u,p,q,r,t) beziglich u,p,q,r,t ein-
mal stetig partiell differenzierbar und es gelte

g o>0 ¢ P>0 0 <0
or T 0t SR TR

Dann ist die durch (21) definierte Funktion f*(v,)=(f}(v,) fiir h<h, eine M-
Funktion, wenn h, so gewdhlt wird, daf

h05‘3 hy

— @
> <— @,

Lo M plclg
op | "ar 2 |ag * |~ o

a'a

fiir alle (x, y)eGUOG gilt. [
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Falls @ stetig ist, so ist auch f"(v,) stetig. Zur Anwendung von Theorem 5
auf das nichtlineare Gleichungssystem (21) bendtigt man noch die Surjektivitit
von f*(v,). Rheinboldt hat in [7] und [8] hinreichende Bedingungen fiir die
Surjektivitit von M-Funktionen angegeben. Beispielsweise erhélt man fiir so-
genannte halblineare Aufgaben

Tu=—Au+ (X, y,u, u,,u,)=0, G<R?
u=g auf G

mit der oben angegebenen Diskretisierung unter den Voraussetzungen von
Theorem 6 bei stetigem ¢ eine stetige surjektive M-Funktion so daB3 Theorem 5
anwendbar ist.
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