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Über die Durchführbarkeit des Gaußschen Algorithmus

bei Gleichungen mit Intervallen als Koeffizienten

G. Alefeld, Karlsruhe

Zusaomomenfassung

Ist fUreine Intervallmatrix ~ und einen Intervallvektor b der Gaußsche Algorithmus durchfUhrbar,
so liefert er einen Intervallvektor x mit der Eigenschaft {f I~ f = g, ~ E~, gE b}c x. In dieser Arbeit
wird eine Klasse von Intervallmatrizen angegeben, fUr die der Gaußsche Algorithmus stets (ohne
Zeilen- und Spaltenvertauschung) durchfUhrbar ist. Die angegebenen Aussagen sind Verallgemeine-
rungen von Resultaten aus [1].

1.

Gegeben sei eine Intervallmatrix ~ = (Ai) und ein Intervallvektor b = (BJ Bei
der Anwendung der Formeln des Gaußschen Algorithmus (siehe etwa [1], Seite
218 tI.) wird in einem ersten Schritt aus der Intervallmatrix ~ und dem Intervall-
vektor b unter der Voraussetzung 0 EI:All eine neue Intervallmatrix ~' = (A;)
und ein Intervallvektor b' = (B;)berechnet nach der Vorschrift

(a) A~j=A1j' 1~j~n, B'l =Bl

(b) A~.= A ..- A1 . Ai! 2 < z" J.<n
I) I) ) A ' =, =11

( )
' Ai!

C B.=B.-B l
-

1 1 A' 11

(1)
2<i~n

(d) A;l =0, 2<i~n.

Durch (n -1) malige Anwendung dieser Formeln auflntervallmatrizen mit immer
kleiner werdender Ordnung erhält man schließlich eine obere Dreiecksmatrix
~=(Aij) und einen Intervallvektor b=(Bi), aus denen mit Hilfe der Formeln

Xn=BJAnn,

X.= (B.- ~ A..X. )/A.. 1<i<n-l
1 1 i..J I)) '" = = ,

j=i+ 1

ein Intervallvektor :r= (Xi) berechnet wird, für welchen gilt

{f I~ f = 9, ~ E ~, 9 Eb}c :r.

(2)
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Falls ~ eine M-Matrix ist, so ist der GaußscheAlgorithmus mit der Intervallmatrix
2I durchführbar und zwar ohne Zeilen- und Spaltenvertauschungen.

Beweis: Da ~ nach Voraussetzung eine M-Matrix ist, gibt es einen reellen
Vektor 1;1= (Ui)mit positiven Komponenten, so daß ~ 1;1> I?,d. h.

n

(Iaiil-Iriil)ui> L IAijluj> 1~i~n
j= 1
Ni

gilt. Außerdem ist wegen Iall I-ru >0 die Bedingung 0 EI:Au erfüllt und die
Formeln (1)sind anwendbar. .

Wir zeigen nun, daß für die durch die Formeln (1)(b) festgelegte (n-1) x (n-l)
Intervallmatrix 21'=(Ä;) mit Ä;j=A;j=<a~j,r;j>' 2~i,j~n, die Voraussetzungen
des Satzes erfüllt sind, womit die Behauptung dieses Satzes durch vollständige
Induktion bewiesen ist.

Für i?2 gilt unter Verwendung von (1)

I IA~jl Uj= I
I

Aij-A1j Ail
I

Uj

j=2 j=2 1u .Ni Ni 11

. n

I

1

I

n

~.L IAijl Uj+1Aill -A L IA1j I Uj-
J=2 11 j=2
jti jti

Wegen

n

L IAljl Uj«lalll-rll)Ul-IAlil Ui,
j=2
Ni

was nach Voraussetzung gilt, kann dies weiter abgeschätzt werden durch
n

L IA~jl Uj~
j=2
Ni

n 1

L IAij I uj+1 Aill I I {(Iall I-ru) Ul-I Ali I uJj=2 au -ru
Ni

n

=2: IAijlu-_IAilIIAlil
j=1 J Ia l

u-
11 -rll '

<Ui (I aii I-rii IAilll Ali I)Iall I-ru

« Ia~. I- r~.) U -= 11 11 ,-

Das letzte ::S-Zeichengilt dabei aufgrund von Lemma 1 in [1J, Seite 224.

Damit ist der Beweis abgeschlossen.
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Bemerkungen

1. Kann man im Beweis des Satzes \l=(Ui) mit Ui=1, 1~i~n, wählen, so ist die
Intervallmatrix 2I streng diagonaldominant im Sinne von Definition 2 in [1],
Seite 225, und das hier bewiesene Resultat ist mit Satz 3 in [1], Seite 226,
identisch. .

2. Sind die Elemente der Intervallmatrix 2I reelle Intervalle und ist jede Punkt-
matrix ~ E 2I selbst eine M -Matrix, so sind die Voraussetzungen des obigen
Satzes trivialerweise stets erfüllt. Die Durchführbarkeit des Gaußschen Algorith-
mus wurde für diesen Sonderfall in etwas anderem Zusammenhange bereits in [2]
nachgewiesen.

3. Gegeben sei ein Intervallgleichungssystem in iterationsfahiger Gestalt,

x=(fx+ c,

mit einer Intervallmatrix (f=(Ci), Cij=(Cij, rij), 1~i,j~n und einem Intervall-
vektor c.

Das Verfahren

Xk+I=G:::Xk+C,k=O,I,2,...,

konvergiert bekanntlich genau dann für jeden Intervallvektor XOgegen den
eindeutigen Fixpunkt x* der Gleichung x=G:::x+ c, wenn der Spektralradius p
der reellen Matrix 1 G::: 1=(1 Cij I) kleiner als 1 ist. (Siehe etwa [1], Satz 1, Seite 178.)
Wir wollen zeigen, daß in diesem Falle auch stets die Voraussetzungen des obigen
Satzes für die Matrix 2I = (t - (f = (Aij) erfüllt sind (t Einheitsmatrix).

Es gilt

A..=
{

(1- Cii>ru)
IJ -C-. I}

l=)

sonst.

Aus p (I G::: I)< 1 folgt notwendig ICHI= ICuI+rii< 1,1 :Si:Sn.

Die in obigem Satz definierte, zu 2I=(t-G::: gehörige Matrix ~=(bd besitzt die
Elemente

_
{

II-Ciil-rii,

bij- -I Cijl

l=),
sonst.

Wir betrachten nun die reelle Matrix ~1 = (t -I G:::I. Wegen p (I(f I)< 1 existiert
nach Theorem 3.8 in [8] die Inverse von ~I und es gilt ~~ 1>\).

Wir betrachten weiter die Zerlegung ~I =9!l1 -!!lI von ~I mit

9!l1= diag (1-1 Cu 1),

!!l1= -(~I-WlI)=9!lI-~I.

Es ist Wl~1~ \), !!l1~ \). Daher folgt p (9!l~1 !!l1) < 1 nach Theorem 3.13 in [8].

Wir betrachten schließlich die Zerlegung ~ = 9!l- !!lvon ~ mit
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9Jl=dia g (I l-coo l-r.. ). H H ,

~= -(~-9Jl)=9Jl-~.
Es gilt

Il-c.. I-r..>l- 1 c.. I-r..=l- 1 C.. I>O 1<i<nH H= H H H' = = ,
und daher

9Jl>9Jll' d.h. 9Jli1>9Jl-l.

Wegen ~=~1 folgt somit 9Jl-1 ~:S9Jli1 ~1'

Aufgrund des Satzes von Perron-Frobenius ([8J, Theorem 2.7) folgt jetzt
p (9Jl-l ~):S P (9Jli1 ~1)' also p (9Jl-l ~) < 1. Theorem 3.10 in [8] liefert nun die
Behauptung, daß ~ eine M-Matrix ist.
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