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Zusammenfassung: Für die Eigenwerte einer reellen sym-
metrischen n X n- Tridiagonalmatrix seien Einschließungs-

intervalle bekannt, die etwa mit dem Bisektionsverfahren
oder dem Satz von Gerschgorin berechnet wurden. Wir
geben in dieser Arbeit ein Einzelschrittverfahren zur si-
multanen Verbesserung dieser Einschließungsintervalle an,

welchesstetsgegenalle Eigenwertekonvergiert, fallsnur
die Einschließungsintervalle disjunkt sind. Das Verfahren
konvergiert in diesem Falle schneller als quadratisch. Der
vorgeschlagene Algorithmus wird in Form einer ALGOL-
60-Prozedur realisiert, bei der sämtliche Rundungsfehler
erfaßt werden. Abschließend werden einige numerische
Ergebnisse diskutiert.

Summary: Let there be known intervals, in which the
eigenvalues of a real symmetrie n X n-tridiagonal matrix
are contained. These inteivals could be obtained for

example by the bisection method or by application of
Gerschgorin's theorem. In this paper we consider a single
step method for improving these inclusion sets simulta-
neously. The method always converges to the eigenvalues
if the given inclusion sets are pairwisedisjunct. Under
these conditions the rate of convergence is higher than

quadratic. For the suggested algorithm we give an ALGOL
60 procedure taking account of all rounding errors. At
the end of the paper we give some numerical examples.

1. Einleitung

Will man alle Eigenwerte einer symmetrischen vollbesetz-
ten Matrix bestimmen, so bietet sich als Methode das Ja-
cobi- Verfahren an- Vom Aufwand her ist es jedoch im

allgemeinen günstiger, die gegebene Matrix zunächst mit
einer der Methoden von GIVENSoder HOUSEHOLDER

auf Tridiagonalform zu transformieren und anschließend
das Bisektionsverfahren oder den QD-Algorithmus zu ver-
wenden (siehe [27], Seite 191 f.). Die beiden zuletzt ge-
nannten Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte von
symmetrischen Tridiagonalmatrizen sind auch bei sämt-
lich einfachen Eigenwerten nur linear konvergent. Es
ist daher wünschenswert, so berechnete grobe Näherungen
mit einem schneller konvergenten Verfahren (z. B. New-
ton-Verfahren) zu verbessern. Das ist im allgemeinen mit
erheblichen Schwierigkeiten verbunden, da es nicht ein-
fach ist, den richtigen Zeitpunkt festzustellen, zu wel-
chem man zu einem konvergenten Verfahren höherer Ord-
nung übergehen kann. Im folgenden machen wir von der
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Tatsache Gebrauch, daß man mit Hilfe des Bisektionsver-

fahrens die Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonal-
matrix in Intervalle einschließen kann. Wir geben ein Ver-
fahren an, welches - allein unter der Voraussetzung, daß
die Eigenwerte in paarweise disjunkte Intervalle einge-
schlossen sind - für jeden Eigenwert eine Folge von Ein-
schließungsintervallen liefert, deren Durchmesser gegen
Null konvergiert. Die.Konvergenzgeschwindigkeit, mit
der die Längen der Einschließungsintervalle gegen Null
konvergieren, ist größer als -2. Das vorgeschlagene Verfah-
ren wird mit einigen rechnerischen Modiftkationen in
Form einer Algol-60-Prozedur realisiert, wobei sämtliche
Rundungsfehler miterfaßt werden. Abschließend sind ei-
nige numerische Beispiele angegeben.

2. Problemstellung und Bezeichnungen

Gegeben sei eine reelle symmetrische n Xy-Matrix A =
(aij)' Es seiendie Eigenwerteder Matrix A zu bestimmen,
d. h. Zahlen A,so daß

"Xx= Ax mit x :/:O.

Dazu wird mit Hilfe einer endlichen Folge von orthogona-
len Ähnlichkeitstransformationen der Gestalt

A=UTAU

die im allgemeinen vollbesetzte Matrix Aauf die Form

gebracht. Als Verfahren dafür bietet sich sowohl vom
Rechenaufwand her als auch aus numerischen Gründen

die Householdertransformation an. (Siehe etwa [27],
[30].)

Die Eigenwerte von A (und damit von A) berechnen sich
dann als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) =det(AI - A)
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von A. Der Wert von p(A) läßt sich durch die folgenden
Relrursionsfonneln bestimmen (siehe [27]):

fo (A) = 1, fI (A) = A- aI,

fk (A) = (A- ak) fk-l (A)- bLl fk-2 (A), k = 2,3, . . . , n,

p(A) = fn(A).

Die Folge der Polynome

fo (A), fI CA), . . . , fn CA)

bildet bekanntlich eine Stunnsche Kette, und es gilt daher

(siehe [27]): Die Anzahl z der Nullstellenvon p(A) =fn (A),
die größer als ein Wert a sind, ist gleich der Anzahl der Vor-
zeichenwechsel V(a) der Folge fo (A), fI CA),. . . , fn (A)
fiirA=a.

Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich durch fortgesetztes
Halbieren eines Ausgangsintervalles, in welchem alle Ei-
genwerte von A liegen, n Intervalle bestimmen, in denen
jeweils ein Eigenwert liegt. Besitzt A nur einfache Eigen-
werte, so kann man durch hinreichend feine Unterteilung
erreichen, daß die n Intervalle disjunkt sind. Besitzt A
mehrfache Eigenwerte, so läßt sich jeder mehrfache Ei-
genwert in ein Intervall beliebig kleiner vorgegebener län-
ge einschließen.

Im folgenden können wir daher voraussetzen, daß n - m
> 1 paarweise disjunkte Intervalle bekannt sind, in denen
jeweils ein einfacher Eigenwert von A liegt. Für die rest-
lichen m Eigenwerte von A setzen wir voraus, daß m nicht
notwendig disjunkte Intervalle bekannt sind, in denen je-
weils einer der verbleibenden m Eigenwerte liegt. (Besitzt
z. B. A einen zweifachen Eigenwert, so tritt das entspre-
chende Einschließungsintervall zweimal auf.) Jedes dieser
m Intervalle sei jedoch disjunkt mit jedem der n - m In-
tervalle, in welchem genau ein einfacher Eigenwert liegt.

Wir bezeichnen im folgenden reelle abgeschlossene Inter-
valle mit X = [Xl, Xz],Y = [Yl, yz], Verknüpfungen
zwischen Intervallen sind defmiert durch

X * Y ={z =X* ylxEX, yEY}, * E {+,-,', /}.

Bei der Division ist 0 E Y ausgeschlossen. Die Menge I(R)
der Intervalle ist bezüglich dieser Verknüpfungen abge-
schlossen, und das Ergebnis läßt sich durch die Schranken
von X und Y ausdrücken. Die reelle Zahl XERläßt sich

als speziellesIntervall der Fonn X ==[x, x] auffassen. R
bildet daher eine Teilmenge von I(R). Im folgenden ver-
wenden wir daher fiir die Verknüpfung von reellen Inter-
vallen und/oder reellen Zahlen die gleichen Symbole. Sämt-

liche Verknüpfungen von Intervallen genügen der Teil-
mengeneigenschaft, d. h.

Al C Az, BI C Bz =>Al * BI C Az * Bz, * E {+, -, ., /}.

Unter dem Durchmesser d(X) eines Intervalles X verstehen
wir

d(X) =Xz -Xl.

Wegen weiterer Einzelheiten aus der Intervallrechnung
siehe etwa [21] und [22].
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3. Algorithmus

Das charakteristische Polynom p(A) von A läßt sich in der
Fonn

n

p(A) = TI (A- Aj)
j = 1

schreiben, wobei

Al, AZ'" . , An

die Eigenwerte von A sind. Daraus erhält man

Ai=A-
p(A)

n

TI (A- Aj)
j = 1

j :j: i

Es gelte

Ai E X~O) = [X~Ol)' X~02)]' i = 1(1) n.
I I, I,

In jedem der n - m paarweisedisjunkten Intervalle

X(IO), X(20) , . . . , X(O)n-m

liege ein einfacher Eigenwert Ai, i = 1(1) n - m.

Die restlichen m Eigenwerte mögen in den Intervallen

X(O) +1 ' X(O) +2 "'" X(O)
n-ffi n-m n

liegen, und es sei

X}O) n XfO) = ~ , i ~ n - m, j >n - m + 1.

Für i ~ n - m setzen wir

A~O) = ! (x~O) + x~O»).
I z 1,1 1,2

Wegen AjE xfO), j = 1(1) n, gilt dann
n n

TI(A}O) - Aj) E TI (A}O) - XfO»),
j=I j=I
j :j: i j :j: i

und aufgrund der Voraussetzungen über die gegenseitige
Lage der Intervalle X~O), j = 1(1) n, enthält das rechtsJ
stehende Intervall nicht die Null. Somit gilt

p(A}O»)
A' = A~O)-

I 1 n

TI (A}O) - Aj)
j = 1
j :Fi



p(Afk») }n x~),n- m n 1

TI (A~k) - X~k») TI (A~k) - X~O»)1 J 1 J
j=n-m+l

(A(0)
E {A~O)- Pi) }n X~O) .

1 n 1

TI (A~O) - ~O»)1 J.
j = 1

j :j: i

Somit erhält man durch den letzten Ausdruck ein neues
Intervall, welchesAienthält. DieseTatsache gibt Anlaß
zu den beiden folgenden Iterationsverfahren.

1. Gesamtschrittverfahren

A~k)=! (x~k) + x~k»)
1 2 .1,1 1,2 '

X~+I) = {A~)1 1

(I)

j = 1

j :j: i

i = I (I) n - m, k = 0, I, 2, . .. .

2. Einzelschrittverfahren

A~k)=! (x~) + x~»),1 2 1,1 1,2

(A(k»)
X~k+l) ={A~k)- P i }n X~k),

1 1 i-I n- m n 1

TI (A~k) - x~+J)) TI (A~k)- X~k») TI (A~k) - X~O»)1 J 1 J 1. J
j = 1 j=i+l j=n-m+l

(II)

i =I (I) n - m, k = 0, I, 2, ... .

Es gilt der folgende

Satz 1: Unter den getroffenen Voraussetzungen über die
Lage der Intervalle X~O),i = 1(1) n, gilt bei beiden Ver-1

fahren

Ai E X~k) und lim d(X~k») =01 1
k-+~

für i = 1(1)n-m.

Diese Aussagen wurden in [5] für m =0 bewiesen. Der
Beweis für den Fall m :f 0 erfolgt vollständig analog.

Man erhält also in jedem Iterationsschritt für die Eigen-
werte Ai, i = 1(I) n - m, obere und untere Schranken.
Diese Schranken konvergieren monoton gegen den jewei-
ligen Eigenwert, d. h. es gilt X~O) ::> X~I) ::> X~2) ::> . . .1 1 1

und lim X~) = Ai,i = I (I) n-m.1
k~

Die Voraussetzungen für die Konvergenz der beiden an-
gegebenen Verfahren sind sehr schwach. Üblicherweise
besitzt man bei ähnlichen Verfahren nur lokale Konver-

genzaussagen. (Siehe dazu insbesondere [1], [7], [11],
[12], [18], [20], [26].)

Für spätere Zwecke benötigen wir noch das folgende

Korollar:

Gilt für mindestens ein i, 1 ~ i ~ n,

AiEP X~O),1

so gibt es eine natürlicheZahl k* und einen Index i*,
1" i*" n-m, so daß der beim Gesamtschrittverfahren
bzw. Einzelschrittverfahren für k =k* und i =i* zu bil-
dende Durchschnitt leer ist.

Der einfache Beweis erfolgt durch Herstellung eines Wi-
derspruches. Mit Hilfe dieses Korollars läßt sich einfach
kontrollieren, ob die verwendeten Einschließungsinter-

valle X~O),i = 1 (I) n, tatsächlich die entsprechenden Eigen-
werte enthalten.

Das Konvergenzverhalten der beiden Verfahren wird durch
folgenden Satz charakterisiert.

Satz 2: Ist m =0 oder

d(X~O»)=0,i= n-m+ 1, n-m+2,..., n,1
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so konvergieren die Durchmesser
'1it

d(X~k) ) =x~k2) - x~kl)' i = 1(1) n - m,I I, I,

beim Gesamtschrittverfahren mindestens quadratisch, beim
Einzelschrittverfahren mindestens von der Ordnung 1 + an
> 2 gegen Null. Dabei ist an > 1 die eindeutige positive
Wurzel des Polynoms

Pn(a) =an-a-l.

Andernfallskonvergierenbeide Verfahren im allgemeinen
nur linear.

Als Konvergenzordnungeines IterationsverfahrensI mit
dem Grenzwertx* verstehenwir dabei (siehe [23], Seite
290) die Größe

1

00 falls Rp (I, x*) = 0 Vp E [1. 00)

°R (I,x*)=

inf {pE [1, 00)1Rp(I, x*) = I} sonst
mit

Rp(l, x*) = sup {Rp {x(k)}1{x(k)}ECCI,x*)}, 1<;p < 00

und
I

lim suplx(k)-x*lk,p=1
k-+~

Rp {xk}= I
k

lim sup'lx(kLx*IP ,p>1.
k-+~

(C(I, x*) bezeichnet die Menge aller Folgen, die man mit
I berechnen kann und die gegen x * konvergieren.)

Satz 2 besagt, daß man bei sämtlich einfachen Eigenwer-
ten das Einzelschrittverfahren vorziehen kann. Das gleiche
ist richtig, falls mehrfache Eigenwerte in Intervalle der
Länge Null eingeschlossen, d. h. exakt berechnet sind.
Beim praktischen Rechnen muß man sich damit begnü-
gen, mehrfache Eigenwerte im Rahmen der Rechengenauig-
keit einzuschließen.

Wir wollen nun das angegebene Einzelschrittverfahren (11)
noch etwas modifizieren. Dazu betrachten wir einige Ei-
genschaften dieses Verfahrens etwas näher. Zunächst fuh-

ren wir zur Vereinfachung der Schreibweise in (11)folgen-
de Bezeichnung ein :

i-I n-m n

Wk) = IT (). ~k) - X~k+1)) TI (A~k) - X~k») TT (). ~k) - X~O»).
1 \"1 J I J \"1 J

j = I j=i+1 j=n-m+ I

Damit läßt sich (11)schreiben als

A~k) =! (x~k) + x~k»),I 2 1,1 1,2

(Ir')
CA(k»)

X(k+1) = n (kL ~ }() X(k)
i l "i Wk) i '

1

i = 1, 2,... , n-m, k = 0,1,2,...
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Aus dem vorher Gesagtem folgt, daß stets

W~k) . w~k)> 0, i = 1, 2, . . . , n - m, k = 0, 1, 2, . . . ,1,1 1,2

erfilllt seinmuß. Außerdem folgertman fur (11')bzw. (11)-
in Analogiezum intervallmäßigenNewton-Verfahrenbei
[22] - die Eigenschaft

A~) Ej:x~k+1)1 1

und darüberhinaus noch

d(X~k+1)) <; _21 d(X~k») (1 - q~k»),1 1 1

w(k)
...1..L

w~k)
1,2

falls w~kl) > 0,I,

mit q~k)=1

W~k)
!d

w(k)
i, I

falls w(k) < 0
i,2 '

i = 1, 2,.. . , n-m, k = 0, 1, 2, . .. .

Diese Eigenschaften stellen eine Verschärfung von Aussa-
gen dar, die beim intervallmäßigen Newtonverfahren zur
Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme in [3] nur für je-
weils mindestens einen Index i (1 <; i <; n - m) bewiesen
werden konnten.

Aufgrund der Deftnition der Intervalle ~k) folgt auch

sign~O») =sign~l)) =.. . . . , v = 1, 2,... , n-m,

wobei fur ein Intervall ~k) die Deftnition

1 falls w(k) > 0V,I '

sign(~k»)= -1 falls w(k) < 0
V,2 '

0 sonst,

gilt. Aus diesen aufgezählten Eigenschaften läßt sich nun
herleiten, daß in (11') bzw. (11) der fragliche Eigenwert Av
schon im Intervall

1

[x~~;1), A~k+I)]falls sign~k») sign(p~k+I»)) >0,

y(k+1) =v

[A~k+1),x~;1)] falls sign~k») sign(PCA~k+I»))< 0

enthalten ist ([19]). Dabeigilt

d(Y~k+1») =t d(~k+I»), k = 0, 1,2, . .. .

Beider Berechnungder Ausdrücke~k), i < v <;n - m,
und der ~k+1), 1 <;v < i, benutzen wir daher die Inter-

valley~k+1)anstelle der ~k+ I). Das führt dann auf die fol-
gende Iterationsvorschrift:



A~O) =! (X~O) + X~O»),I 2 1,1 1,2

y~O) = X~O),I I

X(k+l) = n(k)- pCAf») }n X(k)
i l."i Wk) i'

I

i-I n-m n

mit Wk) = TI CA~k)- y~k+l)) TI CA~k) - y~k») TI ().~) - y~O»)i I J I J \"1 J'
j = I j=i+1 j=n-m+1

(III)

A~+I) =!. (x~k+I)+x~k+l)),I 2 1,1 1,2

1

[x~kl+l); A~k+I)] falls sign(W~k») sign(PCA~k+l»)) > 0,I, I 1 1

~k+l) = [A~k+

.

l), X~k2+l)] falls sign (Wfk»)sign (PCA~k+l»))< 0,1 I 1, I 1

x~k+l) sonst,1

intervallmäßige Funktionsauswertung ein Einschließungs-

intervall fiir den reellen Wert pCA~k»).In (III) hat man dann
die vorgesehene Fallunterscheidung mit der Funktion

i = 1, 2, . . . , n - m, k = 0,1,2,. ..

Man kann leicht zeigen, daß fiir Verfahren (III) analoge
Aussagen gelten, wie siefiir Verfahren (11)in den Sätzen
1 und 2 sowie im Korollar angegeben wurden. Verfahren
(III) geht aus Verfahren (11)ohne zusätzlichen Rechen-
aufwand hervor. Es läßt sich beweisen, daß die Durch-
messerabschätzungen der Iterationen gemäß Vorschrift

(III) um den Faktor ~ besser ausfallen als bei (11),und
wir verwenden deshalb Verfahren (III).

4. Die Prozedur eigverb

Bei der praktischen Durchfiihrung von Verfahren (III)
müssen alle auftretenden Operationen durch geeignete Ma-
schinenoperationen ausgefiihrt werden. Wir verwenden im
nachfolgenden Programm dazu die in [8] angegebenen
ALGOL-Prozeduren

low(x)

zur Abrundung von Maschinenverknüpfungsresultaten
(wobei man durch -low(-x) die entsprechende Aufrun-
dung erhält) und

mul(a, b, c)

zur AusfUhrung von Intervallmultiplikationen. Ganz ähn-
liche Prozeduren fmden sich auch bei [10] und [15]. Die
restlichen und einfacher zu realisierenden Intervallver-

knüpfungen wurden, soweit sie im angegebenen Programm
auftreten, ausprogrammiert.

Es ist jedoch zu beachten, daß auch alle reellen Verknüp-
fungen in (III) als Verknüpfungen von Punktintervallen
ausgefuhrt werden müssen. Nur so kann unter Berücksich-
tigung aller auftretenden Rundungsfehler die Einschlie-
ßung der Eigenwerte durch die berechneten iterierten Inter-

valle gesichert werden. So ergibt z. B. p([A~k), A~k)])als

sign(p([A~k) A~k)])I ' I '

deren Werte oben erklärt wurden, durchzufuhren. Die
Elemente der vorgegebenen Matrix sind im angegebenen
Programm aus denselben Gründen auch als Intervalle an-
genommen worden.

Wird Verfahren (III) in der eben beschriebenen Weise aus-
gefuhrt, so erhält man eine Folge von Intervallen

X~O)J X~l) J X~2)J . . . . . J X~(i) =X~(i)+1 =- . .
I I I I 1

i = 1, 2, . .'. , n - m,

die nach jeweils endlich vielen Schritten nicht mehr ver-
ändert werden und von denen jedes den fraglichen Eigen-
wert Aieinschließt. In der Prozedur eigverb wird deshalb
die Einschließung fiir den Eigenwert Ainicht mehr neu
berechnet, sobald

x~n) = X~n+l)1 1

fiir ein n eingetreten ist.

Als formale Parameter der Prozedur eigverb treten auf:

n Dieser ganzzahlige Parameter gibt den Grad n der
behandelten Matrix an.

a DieserParameter steht fiirden Vektor der Dia-
gonalelementeder Matrix. Die einzelnen Feld-
komponenten a[i, 1], a[i, 2] stehen dabei für
die intervallmäßigenDiagonalelemente[ai,l, ai,2],
i = 1, 2, . . . , n.
Der Parameterb steht für den Vektor der Neben-
diagonalelemente,und die Feldkomponenten
b[i,I], b[i,2] stehen für die Intervallelementeder
Nebendiagonalen[bi,I, bi,2], i = 1, 2, . . . , n - 1.

b

x Der formale Parameter x mit den Feldkomp0-
nenten x[i, 1], x[i, 2] bezeichnet den Vektor der
Einschließungsintervalle[Xi,l, Xi,2] :1 Ai>i = 1,
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bo

2, . . . , n. Beim Aufruf der Prozedur handelt es

sich dabei um die vorgegebenen EinscWießungen

x~O), i = 1, 2, . . . , n. Nach der Ausfuhrung des1

Prozeduraufrufs steht x fiir die nach (III) ver-
besserten Intervalle.

Dieser Parameter steht fiir einen Booleschen

Vektor mit den Komponenten bo[i], i = 1,2,
. . . , n. Dabei hat bo[i] den Wert true falls die
EinscWießung rur Ai im nächsten Iterationsschritt
neu zu berechnen ist. Andernfalls hat bo[i] den
Wert false. Stimmen zwei aufeinanderfolgende
Einschließungsintervalle eines Eigenwertes bei
Durchfuhrung der Iteration überein, so erhält die
entsprechende Komponente von bo den Wert
false. Beim Aufruf von eigverb müssen also alle

jene Komponenten des korrespondierenden ak-
tuellen Vektors zu bo den Wert true besitzen,

deren entsprechende EigenwerteinscWießung
nach (III) verbessert werden solL Alle übrigen
Komponenten haben den Wert false. Bei Been-
digung des Prozeduraufrufs sind also sämtliche
Komponenten des bo entsprechenden aktuellen
Parameters vom Wert false.

Der Parameter eps steht rur eine reelle Konstante
€ > o. Erlilllt der Durchmesser eines EinscWie-

ßungsintervalls

d(X~k») =x~k) - X~k)< €. max {I x~k) I, Ix~k) I},1 ~2 ~1 ~l ~2

dann erhält bo[i] den Wert false zugewiesen, d. h.
die EinscWießung wird nicht mehr verbessert.
Kann die Schranke € nicht unterschritten wer-

den (etwa im Falle € = 0), sowird der Abbruch
der Rechnung durch das bei der Beschreibung
von bo angegebene Kriterium in jedem Falle er.
reicht.

eps

empty Die hiermit bezeichnete Marke wird angesprun-
gen, falls während der Durchführung von (III)
die Durchschnitssbildung rur einen Index i auf
die leere Menge fiihrt. Das tritt dann ein, wenn

AiEj:X}O)rur eini war.

Die hiermit bezeichnete Marke wird angesprun-
gen, falls einer der aktuell eingesetzten Intervall-
vektoren fiir die Parameter a, b und x eine Kom-
ponente enthält, bei der. die obere Schranke klei-
ner als die untere ist. Dasgleiche geschieht, wenn
die einzelnen EinscWießungsintervalle nicht in der
eingangs erwähnten Weise paarweise disjunkt sind.

.Hier wurde im Programm vorausgesetzt, daß die
Eigenwerte nach aufsteigender Größe numeriert
sind. Sollte aus numerischen Gründen eine andere

Numerierung vorteilhafter sein, dann ist das Pro-
grammstück

for i:=1 step 1 until n-l do
if(bo[i] or bo [i + 1]) and x [i, 2] notIess x [i + 1,1]
tlten goto exit;

exit

im Prozedurrumpf sinngemäß abzuändern.

Globale Größen: Die Prozedur benutzt als globale Größen
die erwähnten Prozeduren low und mul.
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ALGOL-Prozedur:

procedure eigverb (n,a,b,x,bo,eps,empty,exit);
value n, eps;
integer n;
real eps;
arraya,b,x;
boolean array bo ;
label empty,exit;

begin
integer i,j;
real nl,n2,u,v,y,z;
boolean bit;
array bb,f[l: n,l: 2], xm,d[l: n],h,l,m,fl,n[l: 2];

comment eingangsdaten;
for i:= 1step 1 untiI n do
begin

if a[i,2]less a[i,l]or b[i,2]less b[i,l]
then goto exit;
h[I]:= b[i,I];
h[2]:= b[i,Z];
mul(h,h,h);
bb[i,I]:= h[I];
bb[i,Z]:= h[Z]

end i;

for i:= 1 step 1 untiI n-l do
if(bo[i]or bo[i+ 1]) arid x [i,Z] notless x[i+ 1,1]
then goto exit;

comment startwerte ;

for i:= 1 step 1 until ndo

if bo[i] tlten
begin

xm[i]:= (x[i,1 ]+x[i,Z])/ 2;
d[i]:=-low(x[i,1 ]-x[i,Z]);

fl[I]:= fl [Z]:= 1;
n[1 ]:= low(xm[i] - a[I,Z]);
n[2]:= -low(a[I,I] -xm[i]);
for j:= Zstep 1 untiI n do
begin

1[1]:=bb~-I,I];
1[2]:=bb~-1,2];
mul(l,fl,m);
1[1]:=low(xm[i]-a~,2]);
I[Z]:=-low(a~,1 ]-xm[i]);
mul (1, f2,1) ;

fl[I]:=n[I];
fl [zJ:=n[z];
fZ[1 J:= low(1[1]-m[Z]) ;
fZ[Z] :=-low(m[1 ]-1[2])

end j;
f[i,I]:=n[I];
f[i,Z]:= n[z]

end i;

comment iteration;
repeat:
bit; =false ;

for i:=1 step 1 until ndo
if bo[i] tlten
begin

comment nenner;
h[I]:=h[2]:= 1;
for j:= 1 step 1 untiI i-l, i + 1 step 1 until n do
begin

1[1]:= low(xm[i]-x~,2]);
I[Z ]:=-low(x~,1 ]-xm[i]);
mul (h,I, h) -

end j;



else

if f[i,2]greater 0 then low(f[i,2]!h[2])
else low(f[i,2]!h[I]);

n2:=ifh[l]greater 0
then

(jf r[i,2]greater 0 then -low(-r[i,2]/h[I])
else -low(-r[i,2]!h[2]»

end

eIse

begin
x[i,I]:= nl;
x[i,2]:= n2

end;

comment newton;
nl :=ifh[l]greater 0

then

(if r[i,I]less Othen low(r[i,I]/h[I])
else low(f(i,I]!h[2]»

else

if f[i,I] less 0 then -low(-fli,1 ]!h[2])
eise -low(-f[i,I]/h[I]);

comment test;

z :=-low(x[i,I]-x[i,2]);
u:= abs(x[i,I]);
v:= abs(x[i,2]);
if v less u then v:= u;

if z nodess d [i] or z notgreater eps X v
thenbo[i]:= false eIse bit:=true;
d[i]:=z

end iteration;
if bit then goto repeat
end procedure

y:=nl ;
nl :=low(xm[i]-n2);
n2 :=-low(y-xm[i]);
if nlless x[i,I] then nl:= x[i,I];
if n2 greaterx [i,2] then n2:= x [i,2];
if n2 less nl then goto empty ;

5. Numerische Beispiele
comment halbierung;
xm[i]:=(nl +n2)/2;
fl[I]:=f1[2]:=I;
r2[1] :=low(xm[i]-a[I,2]);
f2[2] :=-low(a[I,I]-xm[i]);
for j := 2 step I until n do
begin

I[I]:=bbD-l,I];
I[2]:=bbD-l,2];
mul(I,fl,m) ;
l[I]:=low(xm[i]- a[j,2]);
1[2] :=-low(aD,1 ]-xm[i]);
mul (1, f2,1);

n[I]:=f2[I];
fl [2]:=f2[2];
f2[l] :=low(l[1 ]-m[2]);
f2[2]:=-low(m[1 ]-1[2])

end j;
f[i,I]:=f2[I];
f[i,2]:=f2[2];
if f[i,I] greater 0
then

begin
if h[1 ]greater 0
then

begin
x [i,2]:=xm[i];
x [i,I]:= nl

end
else

begin
x[i,I]:=xm[i];
x[i,2]:= n2

end

Wir wollen zur IDustration hier einige der mit Hilfe der
Prozedur eigverb gerechneten numerischen Beispiele wie-
dergeben. Die dazu nötigen Rechnungen wurden an der
elektronischen Rechenanlage EL X8 am Rechenzentrum
der Universität Karlsruhe ausgeführt. Die Mantissenlänge
der dort vorhandenen Gleitkommazahlen beträgt 40 Bit.

a) Als erstes Beispiel wählen wir die Matrix

(

-2

A = 005

0.5
0

0.7
~.7

)2 .

Die angegebenen Intervalle X~O),1 ~ i ~ 3, sind Obermen-1

gen der nach GERSCHGORINberechneten und enthalten
die Eigenwerte von A. Wir geben im folgenden die einzel-
nen Iterationsschritte bis zum Stillstand an (€ =0).

Startwerte :

x~O)= [- 0.3500000000000101, - 0.1500000000000101]

~O) =[-0.1200000000000101, 0.1200000000000101]
~O) = [0.1300000000000101, 0.2700000000000101]

end
else
if f[i,2] less 0
then

begin
if h[ I] greater 0
then

begin
x[i,1 ]:= xm[i];
x [i,2]:= n2

end
else

begin
x[i,2]:=xm[i];
x [i, I] := nl

end

1. SChritt:

xiI) =[- 0.2278846153855)01,- 0.1958755060724101]
~1) = [-0.1332574834133)00, -0.7801218940221)0-1]

~I) = [0.2214726735652101, 0.2226492877257101]

2. SChritt:

xi2) =[- 0.2125267660522)01,- 0.21225512864071011
X~2) = [- 0.1015013969698100, - 0.1014000393717100]

~2)= [0.2226122470285101, 0.2226122593995101]

3. SChritt:

x13) = [-0.2124636207984)01, - 0.2124636192154101]

~3) =[- 0.1014863409916)00,- 0.1014863409816100]

~3) = [0.2226122537849101, 0.2226122537861)01]
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4. Schritt:

~4) = [-0.2124636196874101, -0.2124636196866101]

~4) = [- 0.1014863409890100,- 0.1014863409842100]
~4) = [0.2226122537849101, 0.2226122537861101]

5. Schritt:

~S) =[- 0.2124636196874101,- 0.2124636196866101]
~S) =[- 0.1014863409890100,- 0.1014863409842100]
~S) wurde nicht mehr neu berechnet.

b) Für n =30 wählen wir die z. B. in [31] S. 254 ff. be-
handelte Matrix mit den Elementen

ai = i4, 1:( i :( 30,
bi = i, 1 :( i < 30.

Die Intervalle X~O)=[i(i3 - 2) + 1, i(e + 2)-1], 1 :( i :( 30,
schließen als Obermengen der nach dem Satz von GERSCH-
GORINberechneten Intervalle die Eigenwerte der Matrix
ein. Nach 2 Iterationsschritten für 3 Einschließungsinter-
valle, 3 Schritten für 25 Einschließungsintervalle und 4
Schritten für die restlichen 2 Einschließungsintervalle ergab
sich bei € =0 folgendesErgebnis(vergleicheauch [31] S.
255):

XI = [0.9334070848644100,
X2 = [0.1600506537031102,

X3 = [0.8101010054542102,

~ = [0.2560080668913103,
Xs = [0.6250061023711103,

X6 = [0.1296004678577104,

X7 = [0.2401003670609104,

Xs = [0.4096002945057104,

X9 = [0.6561002410116104,

XIO= [0.1000000200625105,

Xu = [0.1464100169472105,

XI2 = [0.2073600144973105,

XI3 = [0.2856100125383105,

XI4 = [0.3841600109485105,

XIs = [0.5062500096410105,

XI6 = [0.6553600085544105,

XI7 = [0.8352100076399105,

XU! = [0.1049760006862106,

XI9 = [0.1303210006199106,

X20 = [0.1600000005626106,

X21 = [0.1944810005130106,

X22 = [0.2342560004693106,

X23 = [0.2798410004311106,

X;M= [0.3317760003974106,

X2s = (0.3906250003678106,

X26 = [0.4569760003410106,

X27 = [0.5314410003174106,

X28 = [0.6146560002953106,

X29 = [0.7072810002764106,

X30 = [0.8100000081867106,

0.9334070848673100 J
0.1600506537036102 ]

0.8101010054561102]

0.256008066892310 3]

0.6250061023730103]

0.12960046785821041

0.2401003670617104]

0.4096002945067104]

0.6561002410136104]

0.1000000200630105]

0.1464100169477105]

0.2073600144981105]

0.2856100125392105]

0.3841600109495105]

0.5062500096429105]

0.6553600085563105]

0.8352100076418105]

0.1049760006867106]

0.1303210006203106]

0.1600000005631106]

0.1944810005135106]

0.2342560004702106]

0.2798410004321106]

0.3317760003984106]

0.39062500036891061

0.45697600034201061

0.53144100031941061

0.6146560002972106]

0.7072810002783106]

0.8100000081886106 ]

c) Es wurden für die 100 X IOO-Matrixdie Diagonalele-
mente

ai =i, 1 :( i :( 100,
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bi = 0.1, 1 :(i:(99

sowie die Nebendiagonalelemente

vorgegeben. Die Intervalle Xi = [i-0.79999, i +0.2], i =
1(1) 100, sind Obermengen der nach GERSCHGORINbe-
rechneten Intervalle und scWießen sämtliche Eigenwerte
der Matrix ein. Nach 5 Schritten für 96 der Einschließungs-
intervalle und 6 Schritten für die restlichen 4 EinscWießun-

gen kam die Iteration bei vorgegebenem € =0 zum Still-
stand. Der maximale relative Durchmesser

x. -x.
d =max 1,2 1,1

1 :(i:(lOO max {IXi,ll, IXi.21}

d = 0.35.10-10.

der resultierenden Einschließungen ergab sich dabei zu

d) Wirbetrachten eine 14 X 14-Testmatrix, deren auf
Tridiagonalgestalttransformierte Form etwa in [16], [28],
[29] zu fmden ist. Zum Zweckeder Fehlererfassungwur-
den die Matrizenelementeals echte Intervallevorgegeben,
wobei die in [16] angegebenenZaWenwertejeweilsum ei-
ne Dezimaleinheitder letzten Stellenach unten bzw. oben
verändert wurden. SOmitergaben sich im einzelnen:

AI = [0.249999999,
A2 = [0.768491172,

A3 = [0.919556755,

~ = [0.230938894,
As = [0.133053787,

~ =[0.222549574,
A7 = [0.116127855,

As = [0.120339372,

A9 = [0.123719911,

AIO = [0.128561406,

All = [0.107768088,

A12 = [0.137039202,

AB = [0.138057029,

Al4 = [0.103796942,

und

BI = [0.153660745,

B2 = [0.467260327,

B3 = [0.119256497,

B4 = [0.080763538,

Bs = [0.033947195,

B6 = [0.036090903,

B7 = [0.035022374,

Bs = [0.029157560,

B9 = [0.037453704,

BIO= [0.016090598,

Bll = [0.023826466,

BI2 = [0.029468448,

. B13=[0.007646393,

0.250000001 ]

0.768491174]

0.919556757]

0.230938896]

0.133053789]

0.222549576]

0.116127857]
0.120339374]

0.123719913]

0.128561408]

0.1077 68090]

0.137039204 ]
0.138057031 ]

0.103796944 ]

0.153660747]

0.467260329 ]

0.119256499]

0.080763540 ]

0.033947197]

0.036090905]

0.035022376]

0.029157562]

0.037453706]

0.016090600 ]

0.023826468]

0.029468450]

0.007646395].

Aufgrund der in der Literatur angegebenen Näherungen für
die Eigenwerte der Matrix wurden folgende Einschließungs-
intervalle als Startwerte verwendet:



-.(0)
xi =[0.0, 0.07]
'4°) = [0.071, 0.08]

~O) = [0.081, 0.09]

~O) = [0.091, 0.099]

~O) = [0.1, 0.11]

xi°) = [0.12, 0.13]

~O) = [0.135, 0.15]

~O) = [0.151, 0.169]

~O) = [0.17, 0.175]
Y!

J~)=[0.176, 0.2]
0) -

[ ]11 - 0.21, 0.24

~~) = [0.25, 004]

xj~) = [0.45, 0.8]
X;~) = [0.9, 2.0].

Bei vorgegebenem e =0 kam die Iteration fur 2 EinscWie-
ßungen nach 5 Schritten, für 7 nach 6 Schritten, fur 3 nach
7 Schritten und fur die restlichen 2 nach 8 Schritten zum

Stillstand. Dabei ergaben sich im einzelnen folgende Resultate:

xI =[0.643797590553710-1, 0.643800590992310-1]
X2 = [0.735968656982510-1, 0.735973718271510-1]
X3 =[0.842251062174910-1, 0.842254306527210-1]
Xt =[0.972091773572110-1, 0.972092599001410-1]
Xs = [0.103215754857210-1, 0.103215765813810 0]
Je,; =[0.122787516142810 0, 0.122787530120710 0]
X7 =[0.143422869212310 0, 0.143422889530410 0]
Xs =[0.166324393933710 0, 0.166324809036710 0]
X9 =[0.171307140737710 0, 0.171307978944310 0]
XIO=[0.177356101801110 0, 0.177356571146310 0]
XII =[0.231639474872210 0, 0.231639493020410 0]
XI2 =[0.267733284132610 0, 0.267733308645910 0]
XI3 =[00462766196626910 0, 0.462766206714710 0]
XI4=[0.13340348397101O 1, 0.133403484520110 I].

Es zeigt sich, daß von den in [16], [29] auf 16 Dezimal-
stellen angegebenen Näherungen fur die Eigenwerte der
obigen Matrix die Näherung rur A14nicht in der berech-
neten EinscWießung X14 liegt, d. h. von den angegebenen
16 Dezimalstellen können nur die ersten 8 richtig sein (ver-
gleiche auch [28]). Da der in [16], [29] fur A14angegebe-

ne Näherungswert in X~?l enthalten ist, müßte er andern-
falls wegen der Teilmengeneigenschaft der Intervallver-
knüpfungen (siehe Abschnitt 2) auch in X14 liegen.
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