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Zur Invertierung linearer und beschriankter Operatoren

G o1z ALEFELD und JURGEN HERZBERGER

1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Aufgabe den Inversen eines
linearen und beschrinkten Operators zu bestimmen, d.h. die Gleichung
AX =1 zu l6sen. Der hierbei eingeschlagene Weg verallgemeinert das zuerst fiir
Matrizen von Schulz angegebene Vorgehen. Dieses liefert ausgehend von einer
Niherung eine gegen den inversen Operator konvergierende Folge von
Iterierten. Bei unserem Vorgehen werden Mengenfolgen konstruiert, welche
den inversen Operator stets einschlieBen und gegen ihn konvergieren. Hierbei
sind vor allem zwei Fragestellungen von Interesse:

1. Welche Forderungen muf3 man an eine gegebene EinschlieBungsmenge
fiir A~! stellen, damit die Konvergenz gesichert ist?

2. Wie ,,schnell“ konvergiert das Verfahren gegen 4~'?

2. Hilfsmittel

Es sei B+ {0} ein reeller Banachraum und L(B) die zugehdrige Banach-
algebra mit Einselement aller linearen beschrinkten Abbildungen von B in B.
Weiter sei K ein Kegel in L(B),d.h., K sei eine abgeschlossene Teilmenge von
L(B) mit den Eigenschaften K+ K< K, AKcK fiir A>0 und Kn—K={0}.
Die Elemente von L(B) bezeichnen wir mit S, 7, .... Durch die Festlegung
»3 =< T genau dann, wenn T— Se K* wird in L(B) eine mit der linearen Struktur
vertragliche Halbordnung erklidrt. AuBlerdem gelte fiir SO und T=0 die
Beziehung ST < O. .

Die Intervalle T=[T;, T, ] aus L(B) fassen wir zum Intervallraum I (L(B))
zusammen. Identifizieren wir die speziellen Intervalle T=[T, T] mit den Ele-
menten TeL(B), so gilt L(B)<I(L(B)). Durch p(T, S)=max{||T;—S,|,
| 5 —S,|} wird I(L(B)) zu einem vollstindigen metrischen Raum. Eine Folge
(XM o=(T", T3] o aus I(L(B)) ist somit gegen das Intervall T=[T;, T5]
konvergent, genau dann, wenn die Folgen der Schranken (T;™)®_, und (™),
gegen T, bzw. T, konvergieren.

Im weiteren sei nun L(B) ein Rieszscher Banachraum, d.h., fiir Te L(B)
existiert stets sup (7, O). In einem Rieszschen Raum existiert zu zwei Elementen
stets das Supremum und das Infimum und man definiert daher fiir Te L(B):
|T|=sup(T, —T). Mit T*=sup(T,0), T-=sup(—T,0) gilt T=T*—T~ und
|T|=T*+ T~. Fiir den Betrag || gelten die iiblichen Regeln wie z.B. |S|=0
genau dann, wenn S=0, |AS|=|A|-|S|, IS+ T|LZ|S|+|T|, IST|LI|S| - |T).
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Wir betrachteten nun im Intervallraum I(L(B)) zwei spezielle Verkniipfun-
gen zwischen Intervallen ¥ und Elementen T aus L(B):

T®ZTel(L(B) (.Addition®),
T®RTel(L(B) (,Multiplikation®).
Beide Verkniipfungen @ und ® mogen stetig sein und den folgenden Forde-
rungen geniigen:
a) S, TeL(B)=S®T=S+T,S®T=ST (,,Fortsetzungseigenschaft).
b) S+TeS®I, TSeT®S fir TeT (,schwache Teilmengeneigenschaft®).

Diese Forderungen stellen einen Zusammenhang her zwischen @, ® und
denVerkniipfungen in L(B). Eine einfache Realisierung solcher Verkniipfungen
liefert das folgende

Beispiel 1. (I) Addition: S®@I=S®[T,, ,]1=[S+ T, S+ T,].
(IT) Multiplikation:

923, IRS=[T;, L,]1®S
=[—q(,-T)ISI+3(Ti+ T5) S, (T, — T) S|+ 3(T; + T5) S1.

Der Nachweis der Forderungen a) und b) ist bei der Addition trivial.
Ebenso der Nachweis von a) bei der Multiplikation. Die schwache Teillmengen-
eigenschaft fiir die Multiplikation siecht man folgendermaBen ein: Sei TeZX.
Dann folgt unter Verwendung von S=S* —S~ und |S|=S* + S~ die Gleichung

AT~ T)IS|+HT+ T,) S=(@+) - (T,— T) S* +(g+3) - (T- T,) S~ +(g—3)
(T=T)S~+(@—H-(T-T)S*+TS.

Daraus folgt fiir g=3 die Beziehung TS<q(T,— T;)|S|+ (T, + T>) S. Ebenso
folgt TS2 —q(T,—T)) S| +3(T1 + T) S.

Die im Intervallraum I(L(B)) erkldrte Abbildung
d: I(L(B))>T=[T,, ,]-d(X)=T,— T,eL(B)

liefert zu jedem Intervall ¥ den ,,Durchmesser” d(¥). Wir betrachten im wei-
teren Verkniipfungen @, ® in I(L(B)), welche beziiglich der Abbildung d
folgende Eigenschaften besitzen:
c) d(S®3I)=d(T) (,Translationsinvarianz*),
d(T®S)<a-d(T)-|S] (,schwache Homogenitit“).
Dabei ist notwendig a>1.
Bemerkung 1. Im angefiihrten Beispiel ist die Translationsinvarianz offen-

sichtlich erfiillt. Die schwache Homogenitit gilt mit «=2- g und es steht das
Gleichheitszeichen.
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Neben d betrachten wir eine weitere Abbildung
w: I(L(B))2T - w(T)eL(B)
an welche folgende Forderungen gestellt werden:

1. o(F)eT.
2. o(S®I)=S+ o).
3. w(TRS)=w(X)-S fir Tel(L(B)), SeL(B).

Aus 1. folgt insbesondere, daf} die Einschrinkung w| L(B) gleich der identi-
schen Abbildung ist.

Bemerkung 2. Wihlt man im angefiihrten Beispiel (T)=3(T;+ T3), so ist
unmittelbar einzusehen, daB die geforderten Eigenschaften 1.—3. erfiillt sind.

3. Verfahren

Wir betrachten nun die Aufgabe, zu einem nichtsinguldren linearen und
beschrankten Operator A eine Folge von Intervallen X, (n=0) so zu kon-
struieren, daB zunichst lim X,=A~! gilt. Dariiber hinaus ist erwiinscht, daB

n— o

A~ 'eX, fur alle n gilt, d.h.,die Folge der Intervalle (X,)=_, soll eine gegen A~
konvergente Folge von einschlieBenden Intervallen sein. Bei einem derartigen
Iterationsverfahren wird also der inverse Operator in jedem Schritt in Schran-
ken eingeschlossen. Zunichst zitieren wir einige Definitionen.

Definition. 1. Der Kegel K heilit normal, wenn ein > 0 existiert, so daB fiir
K,, K,eK mit | K| =||K,| =1 gilt: |[K;+ K,| >é.

2. Eine Norm || - || in L(B) hei3t semimonoton, wenn fiir beliebige Elemente
K,,K,eK und K;=<K, gilt: |[K,|Zp-|K;|. Ist B=1, so heilit die Norm
monoton.

Bekanntlich ist der Kegel genau dann normal, wenn die Norm |- || semi-
monoton ist. (Siehe [3], S. 24.)

Wir geben nun einen Satz an, der ein Iterationsverfahren der oben beschrie-
benen Art liefert und Aussagen iiber das Konvergenzverhalten macht.

Satz 1. In der durch einen normalen Kegel K geordneten Rieszschen Banach-
algebra L(B) der linearen und beschrinkten Abbildungen sei ein nichtsinguldres
Element A gegeben. Auferdem sei ein Intervall X, aus I(L(B)) mit A~'eX,
bekannt. Dann gelten fiir die Iterationsvorschrift

X, =0X) {I+(I-4 -oF)+ - +(I-4 o)) ?} 0
@{I,,@(I-—A-m(fn))"_l}, k>1,
die folgenden Aussagen:
(1) Fiir allen gilt: A~'eX,,.
(2) Es ist r]in; X,=A"" genau dann, wenn lim(I—A- w(X,))"=0 gilt.

n— oo
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(3) Fir die Folge der Durchmesser (d(X,)) o gilt:
ld@E, DI =y- 1dE)I,,  v>0.

Beweis. Zu (1). Fiir ein beliebiges Element w(X,)e L(B) zeigt man leicht die

Beziehung
oX,) - {I+(I-4-oXE)+ - +(I—-4-0(X,)) 2}

—A =AY - A o(X)
Nach Voraussetzung gilt A~'e X,,. Istnun A~ 'eX,,, so folgt mit Hilfe der obigen
Gleichung und aufgrund der schwachen Teilmengeneigenschaft b) der Ver-
kniipfungen @ und ®:
A'=0@){I+(I-A4 - o))+ +(I-A4- (X))}

+A N I-A-oX)) en(,)

AT+(I-A4-0oX,))+- +([— A4 o(X)) 2}

D{X, Q-4 -wX)) '}=X%,,,.

Zu (2). Unter Verwendung der Eigenschaften 1. bis 3. der Abbildung o
erhidlt man aus der Vorschrift (I):

o, )=o) {I+(I-4-0oF)+ -+(I—-A4-oX)"}. 1%

Diese Iterationsvorschrift fiir w(X,) konvergiert genau dann gegen A~*, wenn
lim (I — 4 w(X,))"= 0 gilt. Mit Hilfe der Translationsinvarianz und der schwa-

chen Homogenitiat der Abbildung d folgt aus (I):

d(X,,)Sa-d(X,)-|[(I-4- o))
Sd(Xo)- {a|(I -4 o(X) |} {a](I - 4- 0(X)* V™

L

Setzen wir nun die Konvergenz von (I*) voraus, so folgt wegen der Semi-
monotonie der Norm || - || aus der letzten Ungleichung unmittelbar lim d(X,)=0.

Wir zeigen nun, daB die Folgen der Intervallschranken von X,=[X{", X{"]
jeweils gegen A~' konvergieren. Wie im ersten Teil dieses Satzes bewiesen
wurde, gilt X< A-'< XY fiir alle n, woraus dann X{"—-A4-1<Xx®P X
folgt. Damit erhalten wir dann wiederum wegen der Semimonotonie der Norm
-]l die Beziehung [|X{—A"Y|<B- | XP—XM|=-|d(X,)], aus welcher
dann wegen limd(X,)=0 schlieBlich lim X{”=A4"" folgt. Entsprechend zeigt

h— oC

man lim X{"=A4"", womit dann lim X,=A4"! folgt.

Konvergiert nun andererseits die Folge der Intervalle (¥,)° , gegen A7,
was dquivalent ist mit lim X{”=lim X{"=A4"", so folgt daraus lim(/—A -

nN— o0 M- 0O n— a0
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(X,))"=0. Denn wegen der Eigenschaft 1. der Abbildung w gilt stets
X" <w(X,)<X{. Damit erhilt man o(%,)—X{"<XP—X{". Wegen der
Semimonotonie der Norm | - | folgt:

lo(X,) = X" < - 1X5— X{"|
SBANXP-AT 4B X -4
Mit Hilfe der Ungleichung
lo®E)—A~ - 47 = X{| < |o(X,) - X1
ergibt sich daraus die Beziehung

lo(@E)— A~ B+ [XP— A7+ [XP— A7)

1

Hieraus folgt aber limw(X,)=A4"

n— cO

lim(I—A4- o(X,)"=0.

, was wegen (I*) &dquivalent ist mit

Zu (3). Es gilt
d(X,,)Sa-d(x,)-|([-4- o)
—o-d(X,)-[(447 = 4 - o(X,)
a-d(X,)- {44 —o @)}

So-d(X,)-{l4]- |47 o X))
<o-d(%,)- (4] |A7 =X+ XP - o (X))
<o-d(%E)- {41 (47 - XP|+XP - o@))}
<o-d(X,)-{|A]-2d(X,)}*!

=o- 261 d(X,)- {|4] - d(X)}

Wegen der Semimonotonie der Norm | - || folgt daraus

J(X, )l S7- IE
y=a-B- 21 Al

mit

Zusatz. Wird das Iterationsverfahren (I) mit einem X,el(L(B)) gestartet,
fiir welches 4~1¢ X, ist, so gilt die Aussage (2) von Satz 1.

Der Beweis der Notwendigkeit der Konvergenzbedingung ergibt sich wie
oben wihrend beim Nachweis der Hinlidnglichkeit eine Modifikation beim
Beweis von lim X{"= lim X{= A" zum Ziele fiihrt.

A 0O N— O

Bei einem derartigen Vorgehen gilt jedoch im allgemeinen nicht mehr
A~ 'eX, fiir alle n, d.h., die Iterationsfolge ist allgemein keine Folge von Ein-
schlieBungsintervallen mehr.
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Bekanntlich ist z. B. das Erfiilltsein von || — 4 - @(X,)|| < 1 eine hinreichende
Bedingung fiir die Konvergenz des Verfahrens (I). Bemerkenswert ist, daB3 die
Konvergenzkriterien des Verfahrens (I) angewendet auf unser Beispiel 1 un-
abhingig von ¢, d.h. unabhéngig von der gewihlten Verkniipfung ®, ist.

Wir kehren nun zur eingangs erwdahnten Aufgabenstellung zurtick. In dem
Verfahren (I) von Satz 1 wurde gezeigt, daB mit A~'eX, auch 4~ 'eX,,, gilt.
Es liegt nun nahe, den ,,Durchschnitt“ von X, und X, , zu bilden, welcher somit
auch A~!enthilt, und mit dem eventuell ,,engeren Intervall die Iteration fort-

zusetzen.

Definition. Der durch den Kegel K geordnete Raum L(B) sei ein Rieszscher
Raum. Dann verstehen wir unter dem Durchschnitt zweier Elemente
S, Tel(L(B)) das Intervall

SN T:=[sup(Ty, Sy), inf(T5, S,)],

falls sup(T;, S;)<inf(T, S,). Andernfalls haben © und T leeren Durchschnitt.
Der Kegel K in L(B) heiB3t regulir, wenn jede (in der Ordnung) beschriankte
und monoton wachsende Folge einen Grenzwert besitzt.

Bemerkung 3. Jeder reguldre Kegel ist ein normaler Kegel ([3], S.37).
Dagegen ist nicht jeder in einem Rieszschen Raum die Ordnung erzeugende
Kegel K normal.

Satz 2. In der durch einen reguliren Kegel geordneten Rieszschen Banach-
Algebra L(B) sei ein nichtsingulires Element A gegeben. Fiir das Intervall
X el (L(B)) gelte A~'€ X,,. Dann gelten fiir das Iterationsverfahren

Dpi1:=0X){I+(I-4-0o(X))+ - +(I-4-0(X,)?}
DX, Q(I-Aw(X,) "} (1)
I:'=+1:=q-)1'1+lﬁxw k>17 |

die folgenden Aussagen:

(1) Jedes Glied der Folge (X,)°_, enthdlt A~".

(2) Ist ||[I—AX|||<1/(B*~* o) fiir alle X€X,, so konvergiert die Folge
(X, , gegen A1,

(3) Fiir die Folge der Durchmesser (d(X,))"_, gilt:

ld(X, ) Sc - ld (X .

Beweis. Zu (1). Wie in (1) von Satz 1 zeigt man A~'€9),, ,,falls A~ 'eX,, ist.
Damit gilt A~ 'e€X,,,=X,n D,

Zu (2). Das Verfahren (II) erzeugt eine monoton fallende Folge von Inter-
vallen X,oX%,>X,>---. Das bedeutet, da die Folge der oberen Schranken
(X$")=. , monoton fallend und durch X{? nach unten beschrinkt ist. Aufgrund
der Regularitit des Kegels K besitzt daher die Folge den Grenzwert X, . Ent-
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sprechend hat (X{")*_, den Grenzwert X,. Das bedeutet, daB die Folge (¥,);_o
den Grenzwert X =[X,, X,] besitzt. Wegen der Stetigkeit aller auftretenden
Verkniipfungen in (II), insbesondere auch der Durchschnittsbildung, ist X ein
Fixelement der Vorschrift (IT). Dann gilt nach (II) fiir

D:=[Y, Ll=o@® {I+(I-A4-0@)++I—A- 0oF)~2}
DER(I-A - 0X@) '}

die Bezichung X =9 n X. Das hat zur Folge: Y; <X, <X, <Y,,woraus dann
d(P)=d(X) folgt.

Wir setzen jetzt ||| — AX||| < 1/(*~' - «) fur alle X X, voraus. Mit Hilfe der
schwachen Homogenitit der Abbildung d folgt aus der eben hergeleiteten Be-
ziechung: . _ . _
dX)<d@)sa-d(X)-|(I- Ao X)),
woraus dann

dX){I-o-|I-4 o)} =0

folgt. Wegen || |1 — Aw(X)] || <1/(B*~" - «) existiert {I —o|(I— A4 w(;_}ﬁ))"‘ }~' und
ist >0. Somit folgt notwendig d(¥)=0, also X, =X, =X-——¥._chen
XM< A4-' <X und der Normalitit des Kegels K folgt wie in Satz 1 X=A4"".

Zu (3). Wie in Satz 1, (3) folgt d(9,,,) <« -d(X,) (214] - d(X,))*~'. Fiir den
nichtleeren Durchschnitt zweier Intervalle X, 9 gilt d(X n Q) <inf(d(X), d(?]));
wegen X,.,, = X,n Y, giltdaherd(%,,,) <d(D,, ) So - d(%,) (214] - d(E,)}
Daraus ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung 4. Wie dem obigen Beweis zu entnehmen ist, kann die hinrei-
chende Konvergenzbedingung in (2) ersetzt werden durch die Forderung:

Die Neumannsche Reihe Y (x-|(I—AX)*~'|)" konvergiert fiir alle X € X,.
n=0
Bemerkung 5. Wir wollen kurz darauf eingehen, wie man ein Startelement
X, mit 4~ 'e X,, findet, fiir welches Verfahren (I) konvergiert. Dazu setzen wir
voraus, da3 B ein Hilbertraum ist und A sei zunichst selbstadjungiert. Ist
| All<k, so gilt bekanntlich ||I —1/k - A| <1, also konvergiert Verfahren (I*) fir
w(X,)=1/k-1. Mit Hilfe iiblicher Normabschitzungen 148t sich leicht ein
Intervall X, mit w(X,)=1/k - I angeben, welches A~! enthilt. Im nichtselbst-
adjungierten Falle fiihrt die Wahl w(X,)=1/k - A* mit |A4*|| <k zum Ziele.

4. Der endlichdimensionale Fall

Wir wihlen B als den IR” versehen mit der Norm |+ || ., und damit ist L(R")
der Raum aller n-zeiligenreellen, quadratischen Matrizen mit der zugeordneten
Matrixnorm | -||,. Der Kegel K bestehe aus der Menge aller Matrizen mit
nichtnegativen Elementen. K ist reguldir und damit normal. Aullerdem 1st
L(R") ein Rieszscher Raum. Der Intervallraum I(L(IR")) besteht somit aus der
Menge aller Matrizen, deren Elemente reelle, abgeschlossene und beschriankte
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Intervalle sind. Die Matrix |T| entsteht aus der Matrix T durch elementweise
Betragsbildung. Die Addition @ sei wie in Beispiel 1 definiert durch

S@T:=[S+T,,S+T,],
ebenso die Multiplikation ® durch
IQS:=[—q (L-T)ISI+12-(T;+T,) S, - (- T)IS|+1/2- (T, + T5) S]

Ebenso sei die Abbildung @(3):=1/2-(T; + T5) wie in Bemerkung 2 gewahlt.
Bei diesen Verkniipfungen erfiillt der Durchmesser d (%)= T, — T, die Forderung
c) mit =2 g, wobei das Gleichheitszeichen steht. Damit geht Satz 1, (2) iiber in

Satz 1%, (2). Die Folge der Intervallmatrizen (¥X,)2_, im Verfahren (I) kon-
vergiert gegen A~ genau dann, wenn der Spektralradius p(I— A - w(X,)) kleiner
als 1 ist.

Die Aussage von Satz 1, (3) gilt wegen a=2qg, f=1 mit y=2q)*||4||* L.
Aufgrund der Bemerkung 4 14Bt sich die Aussage von Satz 2,(2) hier verschar-
fen zu:

Satz 2%, (2). Die Folge der Intervallmatrizen (¥X,)°_, konvergiert gegen A",
wenn fiir alle X € X, der Spektralradius p(|(I — AX)*~'|) kleiner als 1/(2q) ist.

Fiir =7 sind die Verkniipfungen ® und ® Spezialfille der Addition bzw.
Multiplikation von Intervallmatrizen S=([s¥,s¥]), T=([t¥,t¥]) nach den

Regeln: T i
S +T:=([t, 41+ [s¥, s¥]),

S.Ti= (z [si% s[4, i ) (siche etwa [4]).
1

k=

Bei Verwendung dieser Arithmetik wird in [2] das folgende hinreichende
Kriterium fiir das Erfiilltsein der Konvergenzbedingung von Satz 2* (2) an-
gegeben:

Lemma. Sei X aus I (L(R")) mit A~"'€X und es gelte ferner || — A - o(X)| ,<1.
1 jeh
Ist die Beziehung 1—I-AwX)|,
ld (X)), <2- A

erfiillt, dann gilt fiir alle XeX: |- AX | ,<1.

Bemerkung 6. Besitzt man eine Ndherung w(X,), firdie ||| —Aw(X,)] , <1
ist, so 148t sich leicht eine Intervallmatrix ¥, mit A~'e X, angeben (vgl. [2]),
d.h.,dieVoraussetzungen von Satz 1* sind fiir die so gebildete Matrix X, erfiillt.
LaBt sich die Matrix A zerlegen in A=1— B mit p(B)< 1, dann sind ©(X,)=
I,1+B, I+ B+B? ... Niherungen fir A~ mit |I—Aw(X,)],<]1.

Die fiir die Norm | - ||, durchgefiihrten Uberlegungen gelten ohne weiteres
auch fiir jede andere monotone Matrixnorm in L(IR").
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