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Uber das Newton-Verfahren
bei nichtlinearen Gleichungssystemen

1. Einleitung

Von R. E. MoorE wurde in [3] ein Verfahren zur Berechnung
einer einfachen Nullstelle der Vektorfunktion | vorgeschla-
gen. Uber die Konvergenz dieses Iterationsverfahrens wur-
den dort jedoch keine Aussagen gemacht. Die vorliegende
Arbeit soll einen Beitrag zur Untersuchung dieses Problem-
kreises liefern. Fir eine Reihe derartiger Algorithmen —
Sitze 1—4 — werden Konvergenzkriterien angegeben.
AuBerdem machen Lemma 1 und 2 Aussagen iiber das Kon-
vergenzverhalten dieser Iterationsverfahren. Insbesondere
wird in Satz 4 bzw. Lemma 2 far das oben erwihnte Ver-
fahren von R. E. MoorE ein Konvergenzkriterium angegeben
bzw. die iberlineare Konvergenz nachgewiesen.

Die Verfahren machen Gebrauch von den Hilfsmitteln der
Intervallrechnung. Einige der wichtigsten Begriffe, die im
folgenden laufend benutzt werden, seien hier kurz zusam-
mengestellt. Wir bezeichnen mit r, 9. 3, ... bzw. £, 9, B,...
Vektoren des R? bzw. reelle nxn-Matrizen. Diese konnen
als spezielle Intervallvektoren 1,1, ... aus I(R®) bzw. spe-
zielle Intervallmatrizen X, ¥),... aus M(I (R®)) aufgefalBt
werden. Verkniipfungen zwischen Intervallmatrizen und
Vektoren sind wie ublich definiert und haben insbesondere
die Teilmengeneigenschaft. Unter der Durchmessermatrix
d(B) einer Intervallmatrix ¥ verstehen wir die reelle Matrix,
deren Elemente die Durchmesser der entsprechenden Ele-
mente von ¥ sind. Entsprechendes gilt fur Vektoren aus
I(Rm). Die Betragsmatrix |$B| einer Intervallmatrix % ist
die reelle Matrix, deren Elemente jeweils der griBte vor-
kommende Betrag aus dem entsprechenden Element von 8
sind. Daraus sich ergebende Rechenregeln und Beziehungen
zwischen Betragsmatrix und Durchmessermatrix bzw. -vek-
tor findet man in [2]. AuBerdem bendtigen wir den in [1]
eingefihrten Operator m, welcher zu einer Intervallmatrix 2
die reelle Matrix m(R) zuordnet, deren Elemente die Mittel-
punkte der entsprechenden Elemente von % sind. Ent-
sprechend ist m bei Anwendung auf Intervallvektoren
erklart. Im iibrigen verweisen wir beziiglich der intervall-
arithmetischen Hilfsmittel auf die angegebene Literatur.

2. Verfahren
tegeben sei die reelle Vektorgleichung
fx)=0o
mit ¥ = (2}, 2y ..., 2a) und f(x) = (fl(g},fz(g]. - falX)
Ferner mégen die partiellen Ableitungen gj;i (1=i4,j=mn)

existieren und im Quader 1 = (4,, 4,,..., 4,) stetig und
damit beschriankt sein. Bekanntlich gilt dann fir ein festes ¢

@ =1 + 32 il =
) T =L peG-p

mit 6; € [0, 1] oder

@) =1(x) + 3z ) (3 — ¥) mit Az, 3) = ( afi

day

_z+ﬂs(§——;))
Sei 3 eine Nullstelle von f, d. h. es sei {(3) = 0 und sei auBer-
dem (1, 3) nichtsingulir. Dann gilt 3 = £ — 371 (1, 3) f(0).
Dariiber hinaus sei zu einem Intervalilvektor r ¢ I(R%) eine
Intervallmatrix $(r. 3) bekannt, fiir die gelten soll: :
FEL Ler = 3) e HL ).

Eine solche Abschitzung erhilt man etwa durch die Inter-
vallmatrix $(r, 3)j=pz. Damit beweisen wir die folgenden
Aussagen. T

Satz 1: Sei r ¢ I{R?) und 3 einzige Nullstelle von §(x) in 1.
Ferner sei B eine Intervallmatriz, welche die Inversen der
Matrizen X(r, 3), e, enthilt. Fiir die Iterationsvorschrift
Int1 = m(tn) — B f(m(za) M
gelten im Falle tp ¢ ¢ (n = 0) folgende Aussagen;:

1. Fiir alle Iterierten 1o gili: 3¢ tp.

2. Gilt fiir eine monotone Matriznorm
T —m(B) D, 3l | <1
so ist im In = 3-
=r 00
Beweis: Zu 1.: Nach Voraussetzung ist 31 (m(za), 3} e B,
Damit gilt fur alle n = 0:
i(3) = f(m(za)) + B(m(xa)s 3) (5 — M(ta))
oder
5= m(tn) — 37(m(xn), 3) [(m(xa)) € m(En) — Bi(m(Ln)) =2n+1.
Zu 2: Wir wenden den Operator m auf die Vorschrift (I) an
und erhalten m(rn+1) = m(zn) — m(B) {(m(rs)). Damit er-
gibt sich
m(n) — 3 = mEn-1) — 5 — m(B) (f(m(in-1)) — i(3))
= m(gn—1) — § — M(L) Y(m(xn-1), 3) (M(tn-1) — )
= (I — m(B) (m(gn-1), 3)) (M(zn-1) — 3)

n
= IT (I — m(®) S(m(zn—1). 3)) (mlre) — 3) -

i=1 : :
Unter der angegebenen Bedingung konvergiert die rechte
Seite dieser Gleichung gegen den Nullvektor. Daraus folgt:
m(xa) — 3 Wegen d(tn) = d(%) [{(m(zn—1))| folgt lim d(zn) =
= p, was dann lim g, = 3 zur Folge hat. gl

M=+ 00 i N .
Ist nun die in Satz 1 genannte Voraussetzung I, C ¢ nicht

erfitllt, so liegt es nahe, den Durchschnitt x; M ¥, zu bilden
und mit diesem Vektor das Verfahren fortzusetzen. Genauso
verfihrt man mit 1, usw. Dieses Vorgehen wollen wir nun
niher untersuchen.

Satz 2. Seix, ¢ I(R®) und j einzige Nullstelle von f(x) in zo.

Ferner sei B eine Intervallmatriz, welche die Inversen der
Matrizen (5, 3), ¢ € L, enthdlt. Fiir die Iterationsvorschrift

Tnt1 = {m(ga) — B-(m(za)} N La (IT)
gelten folgende Aussagen:
1. Fiir alle n = 0 gilt: € In.
2. Bxistiert B-1 fiir alle Be B, so konvergiert {In}ilo
gegen 3.
Beweis: Wie in Satz 1 zeigt man, daB m(rs) — B f(m(xa)
die Nullstelle enthilt. Nach Voraussetzung enthilt auch r,

die Nullstelle und damit auch der Durchschnitt beider Vek-
toren.

Zu 2.: Die Folge {rn}$, ist monoton fallend. Im Falle
m(gg) = 3 fir ein festes k ist nichts zu beweisen. Andernfalls

konnen wir zeigen, daf3
di(tn4+1) < % Hxn) (¥ *) fiir mindestens ein ¢

gilt, woraus dann wegen j ¢ Iy fir alle = lim 1, = 3 folgt.
E =00 :
Hinreichend fiir (* *) ist die Bedingung m(xz) ¢ Tn+1, die
wir jetzt aus der Voraussetzung folgern. Nehmen wir an,
es sel m(I,) € Tn+1. Dann ist notwendigerweise auch m(r,)

_in {m(rp) — B {(m(rs))} enthalten. Deshalb existiert eine

Matrix B, e B derart, daB mirn) = m(ta) — Ba f(m(La))
gilt. Dies folgt aus der Tatsache, daB fir die Multiplikation
einer Intervallmatrix % mit einem Punktvektor | die Be-
ziehung 8§ = {B |V ¢ B} besteht. Hieraus ergibt sich
aber By, f(m(rz)) = 0, und da B! nach Voraussetzung
existiert schlieBlich f(m(xz)) = 0, d. h. m(zs) = 3 im Wider-
spruch zur Voraussetzung. ’

Die Verfahren (I) und (II) kénnen als Verallgemeinerungen
des ,,vereinfachten'* NEWTON-Verfahrens angesehen werden.
Bekanntlich konvergiert dieses linear gegen die Losung 3.
Entsprechende Aussagen fiir die Verfahren (I) und (II)
machen wir im folgenden

Lemma 1. Die Voraussetzungen von Satz I und Saiz 2
seien erfitllt. Dann gilt fir die Folge der Durchmesser {d(ta)} 3%
unler Verwendung monotoner und vertrdglicher Normen:

bei (1) [|d(gn+1)l] é—éw HECBML 1D )1 i (zah]

bei (IT) ld(gn+1)ll = %Iidl%)l! 119 (- 3)1 11 11d(xa)l] -
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Beweis: Aus (I) folgt durch Betrachtung der Folge der
Durchmesser der Iterierten

d(gn+1) = d(B) [i(miza)] = d(B) [{(m(zn) — §3)
= d(B) |3(m(za), 3) (m(xn) — 3)|
< d(B)[(m(za). )] | miza) — I

5 D) 13(m(za). )l d(za)

A

< 5 UB) 190 9 1z -

Unter Verwendung der Normen folgt die Behauptung fir (I).
Zum Nachweis der zweiten Behauptung zeigt man wie vor-
her, daB fir Hu+1 := {m(rx) — B {((rs))} die Beziehung
d(n4+1) = 1/2 d(B) |D(Ly 3) |d(za) besteht. Wegen rai1C
C Yn+1 folgh d{zn+1) = d(Ya+1) und unter Verwendung der
Normen die Behauptung.

Es liegt nun nahe, die Abschitzung % in beiden Verfahren
mit der I[teration fortwahrend zu verbessern. Wir setzen
dazu voraus, dafl man eine Abschitzung B = B(r) angeben
kann, fiir die gilt:

a) Icr= B(L) ¢ B(xr) (Teilmengeneigenschaft)
b) 53050 ... und lim gy = ¢ = lim d(B(x,)) = O.
T

=00
Diese beiden Forderungen sind etwa erfiillt, wenn fiir die
Berechnung von %B(r) die Intervallarithmetik in bekannter
Weise herangezogen wird. Damit ergibt sich als Verallge-
meinerung von Satz 1 der

Satz 3: Sei ¢ e I(R?) und 3 einzige Nullstelle von {(r) in 1.
Ferner sei B(x) eine Intervallmatriz mit den Eigenschaften

a) und b), welche die Inversen der Matrizen (I, 3), T¢I,
enthdlt. Fiir die Iterationsvorschrift SR

(T*%) zns1 = m(xa) — B(xa) (m{za))
gelten, falls ty € ¢ fiir n = 0, die folgenden Aussagen
1. Fir n >0 gilt: 3 € gp.
2. Gilt fiir eine monotone Matriznorm || [I — B(x) H(x. 3)| || <

< 1, so ust lim p, = 3. :

n—+00 N

Beweis: 1. folgt wie in Satz 1. Zum Nachweis von 2.
beachten wir, daB fir die Folge der Mittelpunkte jetzt die
Beziehung  m(rn41) = m(ra) — m(B(xrs)) {(m(rn)) besteht,
woraus man die Gleichung

n

m(sa) — = 11 (1~ m(S(:0) S(m(z0). ) (mCzo) — 3

herleitet. Fiir die Konvergenz des Matrizenproduktes gegen
die Nullmatrix ist die angegebene Bedingung hinreichend.
Entsprechend ergibt sich als Verallgemeinerung von Satz 2
der

Satz 4: Sei g e I(R7) und 3 einzige Nullstelle von §(xr) in .
Ferner sei B(x) eine Intervallmatriz, welche die Inversen der
DMatrizen J(x. 3), ¢ € L. enthilt und die Eigenschaften a) und b)
besitzt. Fir die Iterationsvorschrift

(IT*%)  tnt1 = {m(zn) — B(za) f(mza))} N 2n

gelten die folgenden Aussagen:

1. Fir alle n = 0 gilt: 3 € 1.

2. Existiert R fiir alle B ¢ B(xy), so konvergierl {1},

gegen 3.

Beweis: Behauptung 1. folgt wie in Satz 2. Zum Nach-
weis von 2. setze man im Beweis von Satz 2 8 = %B(r,) und
beachte, daBl wegen a) stets R(xr,,) ¢ B(x,) = B gilt.

Dal die Verfahren (I*) und (I1*) jetzt tiberlinear konver-
gieren zeigen die folgenden Aussagen.

Lemma 2: Die Voraussetzungen von Satz 3 und Satz 4
seien erfillt. Dann gelten fiir die Folge der Durchmesservek-

toren {d(rn)}5%, unter Verwendung monoloner und vertrdig-
licher Normen die Beziehungen

bei (I*) |ld(zn+1)ll = cn |ld(za)l]
bei (I1*) ld(zn+1)I| = cn [Id(xa)l]

mit lim ¢, = lim ¢, = 0.
R—+00 N—00

Beweis: Die beiden Ungleichungen leiten sich analog wie
in Lemma 1 her. Dabei gilt

on = 5 IA(SEI 1 19 I I,

7 1
cn = 5 NABEa)I I 1D, 1)1 11 -
Wegen lim g, = 3 und der Eigenschaft b) der Abschiitzung
=+ 00 =
B(rn) folgt die Behauptung lim ¢, = lim ¢p = 0.

-+ 00 n—+oo
3. Beispiel
Wir betrachten das folgende einfache System
" 2 42t — 16
i(x) =( B )
— x5+ 1

Offensichtlich liegt eine Nullstelle 3 von | im ersten Qua-
dranten. ’

Mit ¥z, 3) = (

3 4 48
4 x? 4 23

) gilt fiir einen Intervallvektor
» —2x 1

= [} mit L REL:
i (X) Byct

2
4 X34X3
3z 3) € H@. 3) '**(_2 xl 1 2)'

Fiar die Inversen von $(1, 3) gilt dann

1 it s
43X} +8X, %3 X$+2X, X3
- _
I ML, 3) e B . X3
2X? 4X3 X%+ 2 X3

Wihlen wir fir g, einen Intervallvektor, welcher im ersten
Quadranten liegt, so siecht man unmittelbar, daB alle B ¢ B

invertierbar sind. Also konvergieren die beiden Verfahren
(II) und (II*) gegen die Losung 3 falls 3 e 7, gilt.

Wir wihlen g, = ([l’ 3] ) .
[0.25, 2]
In Tabelle 1 sind einige der Iterierten nach Verfahren (II)
angegeben.

Tabelle 1

n Xy X,

1 [1, 3] {0.25, 2]

5 [1.55508633, 1.74808479] [1.703658002, 1.78265584]
10 [1.64053231, 1.65103107] [1.70368002, 1.72886820]
20 [1.64740625, 1.64751340] [L.71413274, 1.71435852]
40 [1.64746445, 1.64746447) [1.71413913, 1.71413819]

Auf der Maschine gilt L,y = 14,

Tabelle 2 enthiilt die Iterierten nach Verfahren (II*). Die
angegebenen Beispiele wurden auf der Rechenanlage ZUSE-23
am Rechenzentrum der Universitdat Karlsruhe unter Verwen-
dung der dort vorhandenen Maschinenintervallarithmetik
gerechnet.

Tabelle 2 e

X, X

1, 3] [0.25, 2
1 1.99427003] [0.423366475, 2]
[1.345058501, 1.99427003] [1.43393270, 2
[1.60298950, 1.66131740] [1.69298433, 1.74251362]
[1.64617637, 1.64910657] [1.71304539, 1.71539285]
[1.64746371, 1.64746524] [1.71413840, 1.71413996]
[1.64746446, 1.64746447] [1.71413915, 1.71413917]

SO | 2

Alle weiteren Iterierten stimmen mit g, iiberein.

Bemerkung: Bei Systemen mit mehr als zwei Unbe-
kannten wird man die Intervallmatrix $(zx, 3) mit einem der

bekannten Intervallverfahren invertieren, um eine Intervall-
matrix B mit §7! (r, 3) ¢ ¥ zu erhalten. Dazu siehe man
etwa [3], Seite 25 ff.” ~
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